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КОРРЕКТНАЯ ПОСТАНОВКА ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ
ВОССТАНОВЛЕНИЯ МНОГОМЕРНЫХ ФУНКЦИЙ  

ЧЕРЕЗ НЕЙРОСЕТЕВЫЕ МОДЕЛИ  
В БЮДЖЕТНОМ АДМИНИСТРИРОВАНИИ

Аннотация. Объектом рассмотрения настоящей работы является весьма глубокое проникно-
вение требований эффективного обучения нейросетей в алгоритмы предпроцессорной обработки. 
Разработан метод оценки адекватности нейросетевых моделей в отсутствии каких-либо априорных 
сведений о законе распределения шумов в данных. Именно это и является научной новизной данной 
статьи, т. к. данный метод позволяет взаимосвязано управлять качеством предпроцессорной об-
работки финансовых данных и качеством их аппроксимации в нейросети для бюджетных органов. 
Предлагается рассматривать класс задач бюджетного администрирования, для которого зашумле-
ние данных достаточно большое, поэтому необходимость регуляризации задач восстановления 
гиперповерхности – необходимая предпосылка эффективности гибридных моделей. В частности 
указывается, что игнорировать некорректность постановки задачи нельзя. Для ее преодоления име-
ются два пути: введение обратной задачи в класс корректных (условно корректных по Тихонову) 
путем привлечения дополнительной информации об искомом решении ( )Z X



, либо управление 
классическими алгоритмами решения некорректно поставленных задач. Оба пути основаны на до-
стижениях главным образом отечественных ученых. Существующие регуляризирующие алгоритмы 
используют исходную базу данных как некоторую внешнюю неизменную «данность». В статье 
на содержательном практическом примере предложен системный подход к проблеме обеспечения 
устойчивости нейросетевого отображения при восстановлении гиперповерхности )(XY



 с сильным 
зашумлением данных на основе теории регуляризации по А.Н. Тихонова, а также байесовского 
подхода. Суть этого метода состоит в том, что для обеспечения состоятельности алгоритма регуля-
ризации обратной задачи по А.Н. Тихонову база исходных данных не используется как некоторая 
«застывшая» категория, а подвергается предобработке (структурированию) с использованием 
общесистемных законов кибернетики (закона энтропийного равновесия открытой системы, не-
полного подавления дисфункций структурированной системы, резервирования). Таким образом, 
цель исследования достигнута – суть предполагаемого подхода детализирована и реализована в 
практической концепции «регуляризация» в данном исследовании с помощью операций алгоритма 
при построении нейросетевой модели.

Ключевые слова: доходная часть бюджета; бюджетополучатели; нейросетевая модель (НСМ); 
интерпретация; налоговые и неналоговые доходы; сеть регуляризации.
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1. Актуальность темы исследования
Актуальной проблемой остается совер-

шенствование технологии планирования 
доходной части бюджета любого уровня. 
Современная деятельность бюджетных ор-
ганов в условиях кризиса мировой эконо-
мики характеризуется неопределенностью 
внешней и внутренней среды. Результатом 
этих тенденций является разброс выходных 
параметров экономической деятельности 
организаций любого уровня собственности, 
что во многих случаях предопределяет вы-
сокий риск точности бюджетных поступле-
ний. Поэтому переход к математической 
формализации этапов принятия решений 
наталкивается на ряд трудностей, связанных 
с проблемой моделирования плохо форма-
лизуемых систем. Одна из таких трудностей 
в обратных задачах восстановления зависи-
мостей (интерпретации), которые относятся 
к классу некорректных (или плохо опреде-
ленных) – это обеспечение устойчивости ре-
шения в сложных условиях моделирования.

В работе авторов [1, 3, 12] была сформули-
рована концепция комбинированного систем-
ного-синергетического-информационного 
подхода для разработки экономико-матема-
тического базиса создания гибридной модели 
прогноза и принятия решений, включающий 
в себя нейросетевую модель аппроксимации 
динамической базы данных, оптимизацион-
ную модель оценки эффективности деятель-
ности бюджетополучателей, вероятностную 
модель оценки риска выхода погрешности 
прогноза за назначенный уровень. 
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В данной статье предложены новые 
идеи, основанные на методах нелинейной 
динамики по управлению качеством нейро-
сетевых моделей, доведенные до конкрет-
ных алгоритмов и апробированы на реаль-
ных данных бюджетополучателя [9, 10].

2. Степень изученности проблемы
2.1. Общий регуляризирующий опе-

ратор Тихонова
 «Ядром» всех моделей бюджетного ад-

министрирования является задача восста-
новления «обобщенной производственной 
функции», скрытой в данных.

Такие задачи восстановления (они на-
зываются также задачами интерпретации 
[2]) относятся к классу обратных задач 
моделирования, поскольку по известному 
«следствию» (входным данным) надо вос-
становить «причину» – неизвестную не-
линейную гиперповерхность )(xY 

, опи-
сывающую закономерности «вход-выход» 
исследуемого объекта (процесса). Другими 
словами, речь идет о выявлении скрытых 
свойств изучаемых объектов.

Для задач интерпретации (восстановле-
ния) показано, что задача о минимизации 
стабилизатора на множестве с ограничени-
ями типа неравенств может быть редуци-
рована к классической задаче на условный 
экстремум с ограничением вида равенств 
(метод Лагранжа) [2]. Такая задача, значи-
тельно более удобная для численного реше-
ния на ЭВМ, формулируется следующим 
образом. Пусть λ > 0 числовой параметр. 
Выражение:

2( ) ( , ) ( ),UJ z Az u z z Z
∗

λ ≡ ρ + λΩ ∈




называется сглаживающим функционалом 
Тихонова для задачи интерпретации. Рас-
смотрим задачу

( ) 2 2arg inf ( ), ( , ) ,uz J z Az uλ λ
λ= ρ = δ





где второе условие служит для алгоритми-
ческого выбора λ.
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Задача (2) в самом деле допускает более 
простой алгоритм решения. Для всякого  
λ > 0 элемент z(λ) может быть (обычно одно-
значным образом) найден каким-либо пря-
мым методом безусловной минимизации Jλ; 
уравнение (2) есть обычное трансцендент-
ное уравнение φ(λ) – δ2 = 0 с алгоритмиче-
ски определенной левой частью, и оно мо-
жет быть решено любым из известных ме-
тодов на ЭВМ; определив отсюда λ = λ(δ), 
находим и zδ = z(λ(δ)) . Использование указан-
ного уравнения для определения значения 
параметра (λ) обычно называют методом 
«невязки» (невязка φ(λ)) [6, 15].

Для замыкания задачи восстановления 
гиперповерхности Г(х) с использованием 
сглаживающего функционала Тихонова 
применительно к нейросетевому моделиро-
ванию «ядра» модели следует определить 
δ. В качестве δ предлагается выбирать кон-
станту Липшица L как меру неоднородно-
сти данных, косвенно зависящую от меры 
зашумления:

2 1

1,
2 1

max ,n

n

E

i N
E

y y
L

x x∈

−
δ ≡ =

−
 

                      
  (3)

где 12 , xx   – две достаточно близкие точки в 
базе данных, а y1, y2 – соответствующие им 
значения выхода модели:

2 1 , 0.
nE

x x r r− ≤ >
 

                               (4)

Как показано, некоторые обобщенно-
корректные постановки обратных задач 
при самых общих предположениях относи-
тельно оператора А и искомого решения z и 
независимо от класса задачи связаны с кон-
струкцией сглаживающего функционала 
Тихонова. Оказывается, что задача о мини-
мизации этого параметрического функцио-
нала порождает целое семейство регуляри-
зирующих операторов (РО), зависящих от 
выбора параметра λ.

В частности, для задач интерпретации 
(восстановления), описываемых оператор-
ным уравнением Az = u, существует се-

мейство функций λ = λ(δ), таких, что экс-
тремаль сглаживающего функционала zλ(δ) 

сходится в метрике пространства Z при 
λ→0 к единственному точному решению 
операторного уравнения.

Если решение соответствующего опе-
раторного уравнения не единственно, то 
для любой из указанных зависимостей 
λ = λ(δ) имеет место сходимость zλ(δ) к 
Ω-нормальному решению [6].

Определение. Любой алгоритм мини-
мизации сглаживающего функционала, 
построенного для обратной задачи, при за-
данном значении меры погрешности (или 
допуска) δ и каком-либо выборе зависимо-
сти λ = λ(δ), удовлетворяющей принципу 
регуляризации (или обеспечивающей при-
надлежность zλ(δ) множеству допустимых 
значений), называется общим регуляризи-
рующий оператором (РО) Тихонова.

Для реализации общего регуляризиру-
ющего оператора Тихонова нужно решить 
следующие задачи [6].

1. Сформулировать алгоритм вычис-
ления «прямых эффектов» т.е. «невязки»

2 ( , )u Az uλρ


 . Для обратных задач это функ-
ционал качества, вообще говоря, более 
общего вида, чем «невязка». Отметим, что 
расчет прямых эффектов осуществляется 
многократно в ходе решения обратной за-
дачи и занимает обычно основную долю 
машинного времени. Ввиду этого следует 
позаботиться о том, чтобы соответствую-
щий алгоритм был по возможности макси-
мально экономичным.

2. Выбрать стабилизатор Ω(z), учитывая 
имеющуюся априорную информацию о ре-
шении.

3. Следует выбрать способ согласования 
параметра λ с δ: λ= λ(δ) в соответствии с 
принципом регуляризации.

4. Выбрать стратегию минимизации 
сглаживающего функционала. Отметим, что 
в этом отношении РО не отличается от алго-
ритмов, вытекающих из других корректных 
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вариационных постановок и связан с ис-
пользованием известных алгоритмов мини-
мизации; вместе с тем структура сглажива-
ющего функционала приводит к достаточно 
экономичной для ряда задач стратегии. 

Один из способов согласования параме-
тра λ с величиной δ по «невязке» был упо-
мянут, и он является элементом постанов-
ки задачи (2). Поскольку задача решается 
на алгоритмически вводимом множестве 
корректности, о близости zλ(δ) к точному 
решению можно судить по близости на-
блюдаемого и рассчитанного эффектов, что 
и делают при таком выборе регуляризован-
ного приближения. Этот алгоритм является 
общим для задач всех типов, если для них 
известна величина δ.

2.2. Регуляризация радиально-базис-
ные сетей (RBF-сетей)

В теории регуляризации RBF-сетей ис-
пользуются специфические свойства этих 
сетей [7]:

•	 Имеется только один скрытый слой 
(рис. 1), число нейронов, в котором 
равно числу сигналов, т.е. числу N 
примеров в данных.

•	 Активационные функции в узлах 
скрытого слоя – это функции Грина 

),( ixxG   либо их частный случай  – 
радиальные базисные функции 

xxi


−ϕ , где ix  – центр для функ-
ций Грина; x  – текущее значение ее 
аргумента.

•	 Выходной слой в случае одномерного 

выхода ( 1Ry∈ ) представляет собой 
нейрон, выходом которого служит 
линейная взвешенная сумма всех вы-
ходов узлов промежуточного слоя.

•	 В случае если в качестве функции 
Грина используется многомерная 
функция Гаусса (33), то она облада-
ет нужным для регуляризации свой-

ством непрерывной дифференцируе-
мости, включая вторые производные 
по своим аргументам.

Запишем функционал сглаживания  
А.Н. Тихонова (1) в виде:

Fλ(z) = Es(z) + Ec(z). (5)
Здесь первое слагаемое, обозначаемое 

Es(F), описывает стандартную ошибку (рас-
стояние между желаемым откликом di и 
фактическим выходным сигналом нейросе-
ти yi, для примера обучения i = 1,2,…, N).  
В частности, можно определить:

[ ]
2

2

1 1

1 1( ) ( ) ( ) ,
2 2

N N

s i i i i
i i

E F d y d F x
= =

= − = −∑ ∑ 

 (6)

где ˆ( ) ( , )i iF x Y x W≡
   – нейросетевое отобра-

жение в задаче интерполяции.
Второе слагаемое, обозначенное Ec(F), 

в классической записи функционала  
А.Н. Тихонова равно:

( ) ( ( )),cE F F x= λΩ


                              (7)
должно зависеть от «геометрических» 
свойств функции аппроксимации нейросе-
ти )(xF  .

Учитывая свойства гладкости функции 

Грина ),( ixxG  , упомянутые выше, можно 
положить:

2

21( ) ,
2c L

E F DF= λ
                          

 (8)

где D – линейный дифференциальный опе-
ратор. Априорная информация о форме ре-
шения (т.е. о функции отображения )(xF 

), 
включенная в дифференциальный оператор 
D, обеспечивает его зависимость от конкрет-
ной задачи. Оператор D иногда еще называ-
ют стабилизатором, т. к. в задаче регуляри-
зации он стабилизирует решение, делая его 
гладким и, таким образом, удовлетворяю-
щим свойству непрерывности.

Символ ||•|| в выражении (8) обозначает 
норму в функциональном пространстве, к 

которому принадлежит ( )DF x . При обыч-
ных условиях используемое здесь функцио-
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нальное пространство является гильберто-
вым пространством L2 , состоящим из всех 

действительных функций )(xf  , nRx∈ , 
для которых норма 2)(xf  является инте-
грируемой по Лебегу. Используемая здесь 
функция )(xf   обозначает фактическую 
функцию, описывающую моделируемый 
экономичный процесс, отвечающий за гене-
рацию пар примеров обучения ( ){ }N

iii dx 1, =

 .

Величиной, которую требуется миними-
зировать в теории регуляризации, является

[ ]
2

2

1

( ) ( )

1 1( ) ,
2 2

s c

N

i i
i

E F E F E

d F x DF
=

= + λ =

= − + λ∑ 

           
(9)

где λ – положительное действительное чис-
ло, называемое параметром регуляризации; 
E(F) – функционал Тихонова. Функционал 
отображает функции (определенные в соот-

Рис. 1. Сеть регуляризации в терминах радиальных базисных функций (RBF-сети)
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ветствующем функциональном простран-
стве) на ось действительных чисел.

E(F) : L2 → R1.                                   (10)
Аргминимум функционала Тихонова 

E(F) (т.е. решение задачи регуляризации) 
обозначается :)(xF 

λ
( ) : arg min ( ).

F
J x E Fλ


                            (11)

В некотором смысле параметр регуляриза-
ции λ можно рассматривать как индикатор до-
статочности данного набора данных для опре-

деления решения ( )J xλ
 . В частности, край-

ний случай, λ→0, означает, что задача является 
безусловной и имеет решение ( )J xλ

 , целиком 
зависящее от примеров. Другой крайний слу-
чай, λ→∞, предполагает, что самого апри-
орного ограничения на гладкость, представ-
ленного дифференциальным оператором D, 
достаточно для определения решения ( )J xλ

 . 
Это может указывать также на недостаточное 
количество примеров. В практических прило-
жениях параметр регуляризации λ принима-
ет некоторое среднее значение между этими 
двумя крайними случаями. Этим определяет-
ся влияние на решение ( )J xλ

  как априорной 
информации, так и данных обучающей выбор-
ки. Таким образом, слагаемое регуляризации 
Ec(F) представляет собой функцию штрафа за 
сложность модели, влияние которой на окон-
чательное решение определяется параметром 
регуляризации λ.

В [7] показано, что с помощью примене-
ния тождества Грина к выражению диффе-
ренциала Фреше dEc(F,h) из (9) и затем ис-
пользования уравнения Эйлера – Лагранжа 
и функции Грина ),( ξ



xG  можно получить 
уравнение для выбора аппроксимирующего 
восстанавливающего оператора )(xF   мно-
гомерную функцию )(XY



:
( ) ( ),LF x x= φ
 

                                       (12)

где )(xϕ  непрерывная или кусочно-непре-

рывная функция аргумента nRx∈ ; L – ли-
нейный дифференциальный оператор.

Решением дифференциального уравне-
ния (12) является непрерывная или кусоч-
но-непрерывная функция )(xF 

 аргумента 
nRx∈ :

( ) ( , ) ( ) ,
nR

F x G x d= ξ ϕ ξ ξ∫


 

                     
(13)

где  ),( ξ


xG  – функция Грина для линей-
ного оператора дифференцирования L [2]; 
ξ – переменная интегрирования.

Теперь оговорим свойства функции Гри-

на ),( ξ


xG , которая в RBF-сетях использу-
ется в качестве активационной:

1.	 Для фиксированного аргумента ξ
  

),( ξ


xG  является функцией от x  и 
удовлетворяет граничным условиям.

2.	 Во всех точках, исключая ξ=


x , все 

производные от ),( ξ


xG  по перемен-
ной x  являются непрерывными, ко-
личество производных определяется 
порядком оператора L.

3.	 По переменной x  функция ),( ξ


xG  
удовлетворяет уравнению в частных 
производных:
( , ) 0,LG x ξ =




                                       
 (14)

всюду, кроме точки ξ




=x , где ),( ξ


xG  име-
ет особенность. Это значит, что функция 

),( ξ


xG  удовлетворяет уравнению в част-
ных производных в смысле распределения:

( , ) ( ),LG x xξ = δ − ξ
 

 

где ),( ξ−δ


x  – дельта-функция Дирака с 

центром в точке ξ=


x .

3. Методика исследования
3.1. Решение задачи регуляризации
Следуя [2], запишем уравнение Эйле-

ра – Лагранжа для функционала Тихонова 
))(( xFE  . Оно является необходимым усло-

вием существования экстремума функцио-
нала Тихонова в точке )(xF 

λ :
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[ ]
1

1( ) ( ) ( ).
N

i i i
i

DD J x d F x x xλ
=

= − δ −
λ∑

   



 
(15)

Здесь D~  – оператор, сопряженный с D.
Тогда с учетом DDL ~=  и (12) можно 

записать решение уравнения Эйлера – Ла-
гранжа в виде [2]:

[ ]
1

1( ) ( ) ( , ).
N

i i i
i

J x d F x G x xλ
=

= −
λ∑

   

      
  (16)

Выражение (16) означает, что аргми-
нимум функционала Тихонова регуляри-
зации является линейной суперпозицией 
N функций Грина. Векторы ix , представ-
ляют собой центры разложения, а веса 
[ ] λ− /)( ii xFd    – коэффициенты разложе-
ния решения по базисным функциям Грина.

Другими словами, решение задачи ре-
гуляризации лежит в N-мерном подпро-
странстве пространства гладких функций, 
а множество функций Грина { }),( ixxG  , с 
центром в ix , i = 1, 2, …, N, определяется 
базис этого подпространства [2].

Коэффициенты разложения в (16) явля-
ются, во-первых, линейными относительно 
ошибки оценки, определенной как разность 
между желаемым откликом di и соответ-
ствующим выходным сигналом нейросети 

)( ixF  , и, во-вторых, обратно пропорцио-
нальными параметру регуляризации λ.

3.2. Алгоритм определения коэффи-
циентов разложения

Следующим вопросом является опреде-
ление коэффициентов разложения в выра-
жении (16). Положим синоптические веса 
нейронов положить равными:

[ ]1 ( ) , 1,2,..., .i i iw d F x i N= − =
λ



         
 (17)

Тогда выражение минимизирующего ре-
шения (16) можно упростить, т.е. явно вы-
разить через функции Грина:

1

1( ) ( , ).
N

i i
i

J x w G x xλ
=

=
λ∑

  

                      
  (18)

Вычисляя )(xJ 

λ  в точке jx , j=1,2,…,N, 
получим:

1

1( ) ( , ), 1,2,..., .
N

j i j i
i

J x w G x x j Nλ
=

= =
λ∑

  

 
(19)

Введем следующие обозначения:

[ ]1 2( ), ( ),..., ( ) ,T
NJ J x F J J xλ λ λ λ=



 

      
(20)

                                                              

(21)[ ]1 2, ,..., ,T
Nd d d d=



 
1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

( , ) ( , ) ... ( , )
( , ) ( , ) ... ( , )

,
... ... ... ...

( , ) ( , ) ... ( , )

N

N

N N N N

G x x G x x G x x
G x x G x x G x x

G

G x x G x x G x x

 
 
 =
 
 
 

     

     

     

(22)

[ ]1 2, ,..., .T
Nw w w w=



                            (23)
Теперь (17) и (18) можно переписать в 

матричной форме:
1 ,w d Jλ
 = − λ




                         (24)

.J Gwλ =




                                              (25)
Подставляя выражение для )(xJ 

λ  из (25) 
и (24) и переставляя слагаемые, получим:

( ) ,G I w d+ λ =




                                      (26)
где I – единичная матрица размерности  

N × N. Матрица G называется матрицей 
Грина. Оператор дифференцирования L, 
определяемый выражением DDL ~= , яв-
ляется самосопряженным. Это значит, что 
оператор, сопряженный L, равен ему само-
му. Отсюда следует, что ассоциированная 
функция Грина ),( ixxG   является симме-
тричной, т.е.

( , ) ( , ) , .i j j iG x x G x x i j= ∀
   

                    (27)

Уравнение (27) означает, что позиции 
двух точек ix  и ix  можно поменять ме-
стами, при этом значение функции Грина 

),( ij xxG   не изменится. Аналогично, ма-
трица Грина, определяемая выражением 
(22), является симметричной, т.е.

GT = G.                                                 (28)
Теперь можно применить теорему Ми-

челли [6] об интерполяции, в контексте ма-
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трицы интерполяции B. Во-первых, заметим, 
что матрица Грина G играет в теории регу-
ляризации роль, аналогичную той, которую 
матрица B играет в теории интерполяции на 
основе сетей RBF. Обе матрицы, B и G, явля-
ются симметричными и имеют размерность 
N × N. Следовательно, можно утверждать, 
что матрица G для некоторых классов функ-
ций Грина так же, как и матрица J, является 
положительно определенной при условии, 
что точки Nxx  ,...1  различны. Классы функ-
ций Грина, охватываемые теоремой Мичел-
ли [6], включают обратные параболические 
функции и функции Гаусса, но не включают 
параболические функции. На практике всегда 
можно выбрать значение λ, достаточно боль-
шое для обеспечения положительной опре-
деленности матрицы (G + λI) и, таким обра-
зом, для возможности ее обращения. А это, в 
свою очередь, значит, что система линейных 
уравнений (26) имеет единственное решение, 
определяемое следующим образом [7]:

1( ) .w G I d−= + λ




                                  (29)
Таким образом, выбрав оператор диф-

ференцирования D и имея набор функций 

Грина ),( ixxG  , где i = 1, 2, …, N, соотно-
шение (29) можно использовать для полу-
чения вектора весов w , соответствующего 
вектору желаемого отклика d



 и данному 
значению параметра регуляризации λ.

В заключение можно утверждать, что 
решение задачи регуляризации для RBF-
сетей задается разложением (18), где 

),( ixxG   функция Грина для самосопря-
женного оператора DDL ~= ; wi – i-й эле-
мент вектора весов w . Уравнение (18) оз-
начает следующее [7]:

•	 Регуляризационный подход эквива-
лентен разложению решений в тер-
минах множества функций Грина, 
характеристики которых зависят от 
принятой формы оператора диффе-
ренцирования D в стабилизаторе Ти-

хонова и соответствующих гранич-
ных условий.

•	 Количество функций Грина, исполь-
зуемых в разложении, равно количе-
ству примеров, используемых при 
обучении.

Характеристика функции Грина 
),( ixxG   для заданного центра ix  зависит 

только от формы стабилизатора D (согласно 
априорному предложению касательно иско-
мого отображения «вход-выход»). Если ста-
билизатор D является инвариантным к пре-
образованиям, то функция Грина ),( ixxG   
с центром в xi будет зависеть только от раз-
ности между аргументами x  и ix , т.е.

( , ) ( ).i iG x x G x x= −
   

                             (30)

Если же стабилизатор D инвариантен 
как к преобразованиям, так и к поворотам, 

то функция Грина ),( ixxG   будет зависеть 
только евклидовой нормы вектора разности 

( ).ix x−
   То есть 

( , ) ( ).i iG x x G x x= −
   

                    (31)
При этих условиях функция Грина 

должна быть радиальной базисной функци-
ей. В таком случае решение задачи регуля-
ризации (18) принимает следующую част-
ную форму [7]:

1

1( ) ( ).
N

i i
i

J x w G x xλ
=

= −
λ∑

  

                  
(32)

Решение (32) определяется простран-
ство линейных функций, зависящее от из-
вестных точек данных и с учетом евклидова 
расстояния.

Решение, описанное выражением (32), 
называется строгой интерполяцией, т. к. 
для интерполяции функции )(xF 

 исполь-
зуются все N точек, доступных для обуче-
ния. Однако при этом важно отметить, что 
это решение регуляризировано с помощью 
определения (29) для вектора весов w . 
Только при достижении параметров регу-
ляризации значения, равного нулю, эти два 
решения становятся идентичными.
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3.3. Многомерные функции Гаусса
Функция Грина ),( ixxG 

, линейный 
дифференциальный оператор D, которой 
инвариантен к трансформациям и враще-
нию и удовлетворяет условию (31), пред-
ставляют на практике большой интерес. 
Примером такой функции Грина является 
многомерная функция Гаусса, определяе-
мая следующим образом [7]:

2

1( , ) exp .
2i i

i

G x x x x
 

= − − σ 

   

           
 (33)

Определяя функцию Грина ),( ixxG   в спе-
циальном виде (33), регуляризируемое реше-
ние (32) принимает форму линейной супер-
позиции многомерных функций Гаусса:

2
1

1( ) exp ,
2

N

i i
i i

F x w x xλ
=

 
= − − σ 
∑  

      
(34)

где сами линейные веса wi определяются по 
формуле (17).

В выражении (34) отдельные слагаемые 
функции Гаусса, определяющие функцию 
аппроксимации )(xF  , в качестве аргу-
ментов содержат разные переменные. Для 
упрощения изложения в )(xF   часто при-
нимается условие σi = σ для всех i, несмо-
тря на то, что определенные таким образом 
функции имеют несколько ограниченный 
вид, они остаются универсальными ап-
проксиматорами [2].

Таким образом, можно сделать обоб-
щающий вывод по методологии обеспече-
ния устойчивости задачи восстановления 
гиперповерхности с помощью нейросетей 
RBF-типа для прикладных задач с наибо-
лее сложными условиями моделирования – 
сильным зашумлением данных, отягчен-
ным дефицитом наблюдений.

Целесообразно ставить задачу восста-
новления как задачу строгой интерполяции 
с использованием N доступных обучению 
примеров и выбору RBF-сетей с радиаль-
ными базисными функциями, удовлетво-
ряющими методу регуляризации Тихоно-

ва. При этом интерполирующий оператор 

)(xJ 

λ  находится в виде линейной ком-
бинации (разложения) базисных функций 
Грина, в частности многомерных функций 
Гаусса, а существование решения матрич-
ного уравнения (29) для синоптических 
весов гарантируется положительной опре-
деленностью матрицы Грина G и, соответ-
ственно матрицы (G+λI), где λ – параметр 
регуляризации (λ > 0). Число радиальных 
базисных функций (RBF) в разложении, и 
соответственно число нейронов скрытого 
слоя равно числу N примеров, т.е. векторов 

ix  в данных, что важно в условиях дефици-
та наблюдений.

3.4. Оценивание параметров регуля-
ризации

Оценивание параметра регуляризации 
λ для построения регуляризированного 
решения )(xJ 

λ  является нетривиальной 
задачей [2]. Прежде всего нужно выбрать 
числовую меру для качества оценки λ, т.е. 
нахождения оптимального значения λ* 
либо, чтобы сполна использовать возмож-
ности теории регуляризации, необходи-
мо применить столь же принципиальный 
подход к оценке λ. Общая идея оценки 
параметра регуляризации состоит в ми-
нимизации среднеквадратической ошиб-
ки S(λ) между восстанавливаемой нели-
нейной многомерной функцией )( ixY 

, 
«зашитой» в зашумленной базе данных, и 
расчетными значениями )(xF 

λ  регуляри-
зированного решения на множестве точек 

Ni ,1= .
Главная трудность здесь состоит в том, 

что восстанавливаемая функция )(xY 

 
априори неизвестна. Эту трудность мож-
но обойти, если в задаче минимизации для 
определения λ* заменить теоретическое 
значение S(λ) на некоторую приближенную 
статическую оценку )(ˆ λS , удовлетворяю-
щую требованиями состоятельности и не-
смещенности:
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[ ]

( )
ˆ ˆ( ) ( ) : ( ) ( ) ;

ˆlim ( ) ( ) 1,

S S M S M S

P S S

 λ → λ λ = λ 

λ − λ < η →
 (35)

где P(•) – вероятность; η > 0 – сколь угодно 
малое число; М(•) – оператор математиче-
ского ожидания.

Отметим одну общую особенность вы-
бора λ, который является нетривиальной 
задачей, ибо этот выбор должен обеспечить 
компромисс между следующими двумя 
противоречивыми моментами:

Грубость решения, определяемая стаби-
лизатором Тихонова 

2

2( ) .
L

DF x  

Недостоверность данных, определя-
емая слагаемым стандартной ошибки 

[ ]2

1
( ) .

N

i i
i

d F x
=

−∑
Для реализации разложения регуляри-

зованной функции аппроксимации )(xJ 

λ , 
предоставленной в (32) в терминах функции 
Грина ),( ixxG   с центром в точке ix , можно 
использовать нейросетевую структуру, пока-
занную на рис. 1. Такие сети называются се-
тями регуляризации. Эта сеть имеет три слоя. 
Входной слой состоит из входных узлов, 
количество которых равно размерности n0 
вектора входного сигнала x  (т.е. количеству 
независимых переменных в задаче). Второй 
слой является скрытым. Он состоит из нели-
нейных элементов, которые непосредственно 
связаны со всеми узлами входного слоя. Для 
каждой точки данных ix  (i = 1, 2, …, N, где 
N – размер множества примеров обучения) 
существует свой скрытый узел. Функциями 
активации отдельных узлов скрытого слоя 
являются функции Грина. Следовательно, 
выходной сигнал i-го нейрона скрытого слоя 
определяется как ),( ixxG  . Выходной слой 
состоит из единственного линейного ней-
рона, связанного со всеми узлами скрытого 
слоя. Под «линейностью» подразумевается 
то, что его выход является линейно-взвешен-
ной суммой всех выходных сигналов скры-

того слоя согласно (29). Веса выходного слоя 
являются неизвестными коэффициентами 
разложения, определяемого в терминах функ-
ций Грина и параметра регуляризации λ. 

1. Сеть регуляризации является уни-
версальным аппроксиматором в том смыс-
ле, что при большом количестве скрытых 
элементов она способна довольно хорошо 
аппроксимировать любую непрерывную 
функцию на компактном подмножестве 
из Rn.

2. Так как схема аппроксимации, вы-
текающая из теории регуляризации, явля-
ется линейной относительно неизвестных 
коэффициентов, то сети регуляризации об-
ладают свойством наилучшей аппроксима-
ции. Это значит, что для неизвестной ли-
нейной функции f всегда существует такой 
набор коэффициентов, который аппрокси-
мирует функцию f лучше любого другого 
набора.

3. Решение, обеспечиваемое сетью ре-
гуляризации, является оптимальным. Под 
оптимальностью здесь понимается то, что 
сеть минимизирует функционал, измеряю-
щий удаленность решения от своего истин-
ного значения, представленного примерами 
обучения.

4. Анализ полученных результатов. Фак-
торный анализ доходной части бюджета по 
нейросетевой модели

Практически концепция «регуляриза-
ция» реализована в нашем исследовании с 
помощью следующих операций алгоритма 
при построении НСМ:

•	 всех процедур предобработки дан-
ных (предрегуляризации); 

•	 процедур байесовской регуляриза-
ции обучения нейросетей с апосте-
риорной фильтрацией гипотез. 

Произведем выбор зависимых и незави-
симых переменных.

Моделируемая (выходная) величина Y – 
консолидированный доход бюджета муни-
ципального образования (МО) [9, 10].
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Выбор каждой из независимых пере-
менных требует подробных комментариев.

Поскольку строится динамическая мо-
дель, то в качестве носителя информации о 
«быстром времени» (с интервалом 1 месяц) 
выбрана независимая переменная Х1 – отно-
сительное время:

X1 = tk / T, 	                                        (36)
где t – текущее время отсчета, измеря-
емое в месяцах; Т – период наблюде-
ния, равный 48 месяцам (2012–2015 гг.)  
[13, 14]. Таким образом, диапазон измене-
ния объясняющей переменной Х1 состав-
ляет: [ ]1;0208,01 ∈X .

В качестве управляющих воздействий, 
формирующих поступление финансовых 
средств в бюджет муниципального образо-
вания, в модель введены две объясняющие 
переменные:

Х2 – норматив налога на доходы физиче-
ских лиц, отчисляемого в местный бюджет 
(НДФЛ), %;

Х3 – норматив единого налога на вме-
ненный доход для отдельных видов дея-
тельности, отчисляемого в местный бюд-
жет (ЕНВД), %

Указанные нормативы устанавливаются 
местными органами самоуправления и пря-
мо влияют на наполнение бюджета, а также 
являются обратной связью, косвенно влия-
ющей на доходную часть бюджета МО че-
рез формирование микроклимата для мало-
го и среднего бизнеса на территории МО.

Объясняющие переменные Х4, Х5 харак-
теризуют соотношения налоговых и нена-
логовых доходов:

Х4 – сумма налоговых доходов, которая 
представляет собой агрегированный по-
казатель, который включает в себя один-
надцать составляющих: налог на прибыль 
организаций; налог на доходы физических 
лиц; акцизы на алкогольную продукцию; 
акцизы на пиво; единый налог, взимае-
мый в связи с применением упрощенной 
системы налогообложения; единый налог 

на вмененный доход на отдельные видов 
деятельности; налог на имущество физи-
ческих лиц; налог на имущество органи-
заций; налог на добычу полезных ископа-
емых; земельный налог; госпошлина; про-
чие налоги;

Х5 – сумма неналоговых доходов, кото-
рая тоже является агрегированным пока-
зателем, включающим семь компонентов: 
арендную плату за земли МО; доходы от 
сдачи в аренду имущества, находящегося в 
муниципальной собственности; доходы от 
перечисления части прибыли муниципаль-
ных унитарных предприятий; платежи за 
негативное воздействие на окружающую 
среду; доходы от оказания платных услуг 
и др.

Для учета предыстории экономиче-
ского процесса, т.е. «медленного време-
ни» при формировании «регуляризации», 
предложено ввести в модель лаговые пере-
менные.	

Для выявления значимых лагов была 
построена автокорреляционная функция 
временного ряда Y(Х1) которая показала, 
что наиболее значимыми являются лаги  
τ1 = 1 месяц и τ2 = 3 месяца (или в относи-
тельных единицах τ1 = 0,0208 и τ2 = 0,0624. 
С указанными лагами введены переменные:

 X6,t ≡ Yt-0,0208; X7,t ≡ Yt-0,0624.
То есть значение объясняющей лаговой 

переменной X6 в момент времени t равно 
значению выходной (зависимой перемен-
ной Y), сдвинутому назад на один времен-
ной интервал. Лаговая переменная X7 равна 
значению Y, сдвинутому назад на три вре-
менных интервала.

Теория и практика нейросетевого мо-
делирования [3–5, 8] показывает, что вве-
дение лаговых переменных значительно 
улучшает прогностические свойства мо-
дели. Поскольку наблюдения охватывают 
достаточно длительный период (3 года), 
в течение которого изменяется внешняя 
экономическая среда, введен фактор –  
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X8  – средний индекс инфляции, вычисля-
емый по формуле:

X8 = (ИПЦ + ИЦП)/2, 
где ИПЦ – индекс потребительских цен; 
ИЦП – индекс цен на промышленную про-
дукцию.

Объясняющая переменная X9 несет ин-
формацию об управленческих расходах по 
обслуживанию бюджета, в т.ч. фонд оплаты 
труда госслужащих муниципального обра-
зования. 

Таким образом, сформирована база дан-
ных для построения нейросетевой прогноз-
ной модели (табл. 1).

 Построенная НСМ позволяет не толь-
ко вычислять прогнозные оценки доходной 
части бюджета, но и проводить анализ од-
нофакторных зависимостей вида: 

Ŷ  = φ(Хj) Xk = const, j ≠ k , j = 2,9.   (36)
Для этого в табл. 1 базы данных фикси-

руются значения всех входных факторов Xk , 
кроме анализируемого Хj, и строятся кривые 

Таблица 1
База данных прогнозирования наполнения бюджета за счет налоговых  

и неналоговых поступлений МО

Н
ом

ер
 н

аб
лю

де
ни

я 
i

Год

М
ес

яц

Х1 2X
3X 4X 5X 6X 7X 8X 9X Y

1 2012 I 0,02 0,6 … … … … … 17,2 8,41 57
….. ….. … … … … … … …
48 2015 XII 1,0 0,37 … … … … … 6,82 13,47 78,59

вида (рис. 2). По ним можно судить о ха-
рактере однофакторной зависимости φ(Хj), 
вычислять коэффициенты эластичности, β  
и Δ – коэффициенты.

Если Хj ≡ Х1 , то по динамическим кри-
вым Ŷ (t), Xj(t), (j ≠1) можно анализировать 
динамические экономические показатели: 
рост и прирост, темпы роста и прироста, 
как самой суммы наполнения бюджета Ŷ , 
так и входных факторов модели Х2–Х9, фор-
мирующих этот бюджет.

В качестве примера на рис. 3–5 пока-
заны  зависимости суммы бюджета Ŷ  от 
относительного времени Х1, от Х2 – нор-
матива на доходы физических лиц, отчис-
ляемого в местный бюджет в процентах, 
и от Х9 – информацию об управленческих 
расходах по обслуживанию бюджета, в 
т.ч. фонда оплаты труда госслужащих.  
В табл. 2 приведены соответствующие ре-
зультаты расчета по шести параллельным 
НСМ.

Таблица 2
Расчет однофакторных зависимостей Y(Xj), j = 1, 2, 9

Х1 Y НС1 Y НС2 Y НС3 Y НС4 Y НС5 Y НС6
0,2 83,19048 71,05648 81,31596 72,61283 74,51833 68,92414
….. … ….. ….. ….. ….. …..
13,47 81,23087 69,41758 81,90119 74,33774 78,57992 84,85222
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Приведем некоторые оценки по фактор-
ному анализу.

1. На рис. 3 видно, что при фиксирован-
ном значении всех факторов, кроме времен-
ного Х1, сумма бюджета растет практически 
линейно. Средний (по 6 НСМ и по интерва-
лу времени) прирост к концу наблюдений 
(точка t = 48) составляет: 

Δ ñðŶ
ср= 14,41 млн руб.; 

Средняя скорость прироста равна: 
Δ 

ñðŶ ср / Δt = 14,41 млн руб./19,2 месяцев = 
=0,758 млн руб./месяц.

Замечание. Указанная на рис. 3 линей-
ная зависимость по Ŷ  от времени является 
мнимой (виртуальной), ибо она получена 
при «замораживании» всех остальных фак-
торов Х2, Х3, ..., Х9, введенных в НСМ. Ре-

Рис. 2. Экспериментальные Y и расчетные значения Y Output по всем шести сетям  
ансамбля в зависимости от времени X1 

альная же динамическая кривая при одно-
временном действии всех факторов имеет 
сложный вид, показанный на рис. 2. Она 
весьма далека от идеализированной линей-
ной кривой. И, главное, реальная кривая 
имеет не растущий, а падающий в среднем 
характер и дает в точке прогноза отрица-
тельный прирост:

Δ Ŷ = (49,44 – 57,22) + 3,84 = 
= (–7,78 + 3,84) млн руб.
Таким образом, НСМ дает более песси-

мистическую, но реальную и достаточно 
достоверную оценку прироста при дей-
ствии всех факторов.

2. Кривая зависимости расчетной сум-
мы Ŷ доходной части от норматива на до-
ходы физических лиц Х2 (рис. 4) показыва-
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ет примерно линейный рост со скоростью 
в среднем:

(Δ Ŷ  / Δ Х2)ср = 14,7 млн руб./0,5 % = 29,33 
млн руб./1 %.

То есть при повышении норматива на 

 Рис. 3. Y от X1 

 Рис. 3. Y от X2 

1 % наполнение бюджета увеличивается на 
19,33 млн руб.

Подчеркнем, что эта оценка, характерна 
для существующих «линейных» методик 
расчета наполнения бюджета и прогноза, 
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также является виртуальной, идеализиро-
ванной, поскольку не учитывает совмест-
ное действие факторов в их сложной дина-
мике по рис. 2. Нейросетевая модель дает 
реальные приближенные оценки.

3. Зависимость Ŷ  от фактора Х9 инфор-
мация об управленческих расходах по об-
служиванию бюджета, в т.ч. фонда оплаты 
труда (ФОТ) муниципальных госслужа-
щих (рис. 5) дает следующую интерес-
ную информацию: рост указанного ФОТ 
не приводит к росту Ŷ , а дает в среднем 
снижение примерно на 2,9 %, видимо, за 
счет роста расходов по ФОТ на 37 %, что 
составляет 5 млн руб. Другими словами, 
увеличивать аппарат госслужащих нецеле-
сообразно.

 Таким образом, построенная ней-
росетевая многофакторная нелинейная 
прогнозная модель имеет достаточные 
прогностические свойства по качеству 
аппроксимации (кривые на рис. 2 практи-
чески сливаются).

 Рис. 3. Y от X9 

 Такую прикладную модель вполне мож-
но рекомендовать для практики как основу 
для принятия решений в условиях неопре-
деленности.

Основные выводы
В данной статье предметом исследова-

ния являются обратные задачи восстанов-
ления многомерных линейных экономиче-
ских взаимосвязей, «зашитых» в данных, и 
смежные задачи ранжирования налогопла-
тельщиков при прогнозировании наполне-
ния местного бюджета. Используется в ос-
новном нейросетевой базис аппроксимации 
многомерных функций. Получаемая модель 
рассматривается как модель поддержки 
решений лицом, принимающим решения 
(ЛПР) по бюджетному администрирова-
нию. Условия построения модели край-
не тяжелые: данные сильно зашумлены 
(вплоть до их сознательного искажения), 
что объясняется стремлением налогопла-
тельщиков в бюджет уменьшить налого- 
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облагаемую базу. Зашумление данных усу-
губляется их дефицитом. Последнее объяс-
няется периодичностью получения инфор-
мации бюджетными органами – один раз в 
квартал – и необходимостью кластеризации 
данных при обучении нейросети при подго-
товке всех процедур предобработки данных 
(предрегуляризации). 

Математическая модель как инструмен-
тарий поддержки решений ЛПР по бюджет-

ному администрированию ориентирована 
на предоставления ему объективной досто-
верной информации о финансово-экономи-
ческом состоянии предприятий-налогопла-
тельщиков, т.е. степени их платежеспособ-
ности. Для получения такой информации и 
предлагается в настоящей статье решение 
обратной задачи восстановления многомер-
ной нелинейной функции через нейросете-
вое моделирование. 
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CORRECT FORMULATION OF THE INVERSE PROBLEMS
OF RECONSTRUCTION OF MULTIDIMENSIONAL FUNCTIONS USING

NEURAL NETWORK MODEL IN BUDGET ADMINISTRATION

Abstract. The object of consideration of this work is very deep penetration of requirements 
for effective neural network learning algorithms in preprocessing processing. A method has 
been developed for assessing the adequacy of neural network models in the absence of any a 
priori information about the distribution law of noise in the data. This is the scientific novelty 
of this article, as this method provides for interlinked control of the quality of financial data 
preprocessing and their quality of approximation in the neural network for the budgetary 
authorities. It is proposed tht the class of problems in budget administration should be considered 
for which the noise data is quite large, so the need for regularization of hypersurface restoration 
tasks is a prerequisite of the effectiveness of hybrid models. In particular, the authors show 
that it is impossible to ignore the incorrect formulation of the problem. To overcome it, there 
are two ways: introduction of an inverse problem in the class of proper (conditionally correct 
according to Tikhonov) through additional information about the desired solution, or the control 
of classical algorithms for solving ill-posed problems. Both ways are based on the achievements 
of mostly Russian scientists. Existing regularizing algorithms use the original database as some 
external immutable «Givens». The article uses a meaningful practical example of the proposed 
systematic approach to the problem of ensuring the stability of neural network mapping when 
restoring a hypersurface with strong noise data based on the theory of the regularization by A. N. 
Tikhonov and the Bayesian approach. The essence of this method is that to ensure the viability 
of the algorithm for the regularization of inverse problems by A. N. Tikhonov base source data 
is not used as some «over-Stiva» category, and is subjected to pre-processing (structuring) using 
system-wide laws of Cybernetics (the law of entropy balance of an open system, incomplete 
suppression dysfunctions of a structured system, redundancy). Thus, the aim of the study is 
achieved – the essence of the proposed approach is detailed and implemented in the practical 
concept of «regularization» in this study through the operations of the algorithm in constructing 
the neural network model.

Key words: budget revenues; budget beneficiaries; neural network model; interpretation; tax 
and nontax revenues; network regularization.
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