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Аннотация. Значительные изменения, происходящие как в мировой, так и в рос-
сийской банковской системе, требуют немедленной реакции от участников рын-
ка на появляющиеся вызовы. Сокращение времени принятия решений вынужда-
ет любой коммерческий банк осуществлять цифровизацию и автоматизацию всех 
основных фронт- и бэк-офисных процессов. В настоящее время большинство 
управленческих решений в банковской деятельности принимаются либо эксперт-
ным путем, либо на основании разовых расчетов экономической эффективности 
отдельных проектов, что не позволяет быстро и качественно проводить сценар-
ный анализ развития ситуации в различных рыночных условиях. Цель исследова-
ния заключается в разработке динамической экономико-математической модели 
и методики оптимального адаптивного управления численностью сотрудников 
и системой продаж банка и реализующей ее инструментальной компьютерной 
программной системы. Гипотеза данного исследования – ​применение новой ди-
намической управляемой экономико-математической модели, а также новой вы-
шеуказанной методики повышает эффективность данного процесса с точки зре-
ния выбранного критерия качества по сравнению с результатами программного 
управления. Новизной данной статьи является разработка новой детерминиро-
ванной динамической экономико-математической модели для принятия опти-
мальных адаптивных управленческих решений банка, разработанный авторами 
метод ее решения и создание соответствующего моделирующего компьютер-
ного программного комплекса. В работе представлены основные этапы созда-
ния предлагаемой дискретной управляемой динамической экономико-матема-
тической модели при наличии заданного критерия качества – ​Cost Income Ratio 
розничного блока банка. На практическом примере приведен алгоритм решения 
рассматриваемой задачи оптимизации адаптивного управления, для всех по-
лученных результатов реализовано компьютерное моделирование их формиро-
вания и проведен анализ полученных вариантов оптимальных решений. На ос-
новании предложенной динамической модели можно решать и другие задачи 
оптимизации программного и адаптивного управления процессами, определяю-
щими банковскую деятельность и разрабатывать автоматизированные инфор-
мационные системы для реализации поддержки принятия управленческих ре-
шений в этой сфере.

Ключевые слова: адаптивное управление; векторная оптимизация процесса; ди-
намическое моделирование; повышение эффективности; банковские процессы.
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1.	Актуальность исследования
Наш век – ​век разработки и созда-

ния высоких технологий и искусствен-
ного интеллекта. Современные коммер-
ческие банки пытаются внедрять новые 
цифровые технологии как в  свою по-
вседневную операционную деятель-
ность, так и в процессы разработки но-
вых продуктов, выстраивания моделей 
продаж, развития каналов дистрибуции 
и повышения эффективности профиль-
ной деятельности [1, 2].

На фоне динамично развивающегося 
банковского сектора, сокращения коли-
чества действующих кредитных органи-
заций и, как следствие, увеличения кон-
куренции, существующие банки должны 
регулярно совершенствовать свою дея-
тельность, чтобы удерживать действу-
ющих и  привлекать новых для банка 
клиентов. Не  менее важным, с  точки 
зрения повышения эффективности бан-
ковской деятельности, является управле-
ние ресурсами, в том числе персоналом. 
Высокая стоимость физических каналов 
обслуживания клиентов, обслуживаю-
щих реализацию цифровизации, ставит 
под вопрос их дальнейшее существова-
ние и, как следствие, расширение штата 
операционных сотрудников банка [3, 4].

Чтобы успешно функционировать 
в  сложившихся условиях, кредитные 
организации вынуждены действовать 
максимально оперативно, принимая 
решения о стратегии развития, выво-
де продукта на рынок или сокращении 
присутствия в отдельных его сегментах. 
Причем принимать быстрые и одновре-
менно качественные решения становит-
ся все сложнее.

В современном мире на  помощь 
банковским служащим приходят авто-
матизированные системы поддержки 
принятия решений, построенные в том 
числе на базе Data Science- и Machine 
Learning – ​моделей данных и инструмен-
тальных средств, которые в автоматиче-

ском режиме формируют наборы инфор-
мации (отчетные формы, графическая 
визуализация, инфографика), достаточ-
ной для принятия управленческих ре-
шений, а иногда предлагающие различ-
ные варианты таких решений [5–9].

Важной составляющей эффек-
тивного использования таких си-
стем является применения экономи-
ко-математических моделей и методов 
оптимального управления бизнес-про-
цессами [10–13].

Объектом проводимого исследова-
ния является система принятия реше-
ний и  управления численностью со-
трудников и  продажами розничного 
блока банка.

Предмет исследования – ​экономи-
ко-математические модели и  методы 
оптимизации комплексного программ-
ного и адаптивного управления числен-
ностью сотрудников и продажами роз-
ничного блока банка.

Цель исследования заключается 
в  разработке динамической экономи-
ко-математической модели и методики 
оптимального адаптивного управления 
численностью сотрудников и системой 
продаж розничного блока банка и реа-
лизующей ее инструментальной ком-
пьютерной программной системы.

Гипотеза данного исследова-
ния – ​применение новой динамической 
управляемой экономико-математиче-
ской модели, а также новой методики 
оптимального адаптивного управления 
численностью сотрудников и продажа-
ми розничного блока банка повышает 
эффективность данного процесса с точ-
ки зрения выбранного критерия каче-
ства по сравнению с результатами про-
граммного управления.

2.	Степень изученности 
проблемы
Современные экономико-матема-

тические модели и созданные на их ба-
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зе инструментальные компьютерные 
программные системы позволяют про-
водить комплексный анализ деятель-
ности универсального коммерческого 
банка – ​от анализа кредитного портфеля 
до оптимизации бизнес и back-офисных 
процессов, реализации сложных иссле-
дований по  принятию решений о  ку-
пле-продаже валюты и ценных бумаг.

В статье Т. М. Поповой рассматри-
вается построение математической мо-
дели ликвидности банка при наличии 
всех видов банковской деятельности, 
таких как привлечение во вклады де-
нежных средств физических и юриди-
ческих лиц, ведение банковских счетов, 
кредитование и инвестирование в цен-
ные бумаги [14]. Проведен расчет мо-
дели моментальной ликвидности банка 
при реалистичном сценарии развития 
экономики, при выполнении всех норм 
и ограничений, определенных инструк-
цией Банка России.

Большая часть работ посвящена 
построению оптимального кредитного 
портфеля. В работе С. С. Подлужного 
и С. В. Кругликова предлагается эконо-
мико-математическая модель постро-
ения оптимального кредитного порт-
феля коммерческого банка на основе 
связи классической теории портфель-
ных инвестиций и таких риск-метрик 
индивидуальных кредитов, как веро-
ятность дефолта в  течение ближай-
шего года  (PD), потери в  случае де-
фолта (LGD) и стоимость под риском 
дефолта (EAD) [15].

Задача максимизации прибы-
ли, получаемой банком от  реализа-
ции инвестиционных проектов, рас-
смотрена в  работе Е. А. Семенчина 
и Е. Ю. Шаталовой [16]. В работе приве-
дены обобщенные формулы для вычис-
ления индекса среднего риска, средней 
продолжительности инвестирования 
и динамики денежных средств по ме-
сяцам. Представлен пример максимиза-

ции прибыли получаемой банком за пе-
риод инвестирования.

Проблемой разработки линейки 
моделей динамики активов и  пасси-
вов банка с  использованием аппара-
та дифференциальных и  разностных 
уравнений занимались в  своей рабо-
те В. В. Селютин и К. Э. Месропян [17]. 
Предлагаемый ими модельный под-
ход помогает найти применение моде-
лей в банковских системах поддержки 
принятия решений, позволяет расши-
рить спектр их возможностей и  сде-
лать модели более реалистичными. 
Предложенная модель может быть ис-
пользована для исследования различ-
ных способов размещения активов в це-
лях выбора рационального решения.

Рассмотрены оригинальные ме-
тодики проектирования и разработки 
информационных систем для оптими-
зации процессов управления и реали-
зации имитационного моделирования 
в  различных экономических систе-
мах [18, 19].

Отметим, что в большей части ра-
бот, посвященных банковской дея-
тельности в области математического 
моделирования, рассматривается про-
блематика оптимизации структуры ба-
ланса или управления ликвидностью. 
Научные статьи, посвященные пробле-
ме оптимизации банковского персона-
ла и управления системой продаж бан-
ка с использованием математического 
моделирования, встречаются достаточ-
но редко.

Задача управления численностью 
персонала банка изучалась, например, 
в работе [20]. А. А. Фурсой разработа-
на имитационная экономико-математи-
ческая модель обслуживания клиентов 
банка, позволяющая принимать реше-
ние о необходимости изменения чис-
ленности персонала дополнительного 
офиса банка исходя из количества об-
ращений клиентов. В основе предлага-
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емой модели – ​методы математической 
статистики, теории массового обслужи-
вания и имитационного моделирования.

В данной статье, в отличие от боль-
шей части имеющихся работ по  дан-
ной тематике, рассматривается задача 
оптимизации адаптивного управле-
ния конкретным бизнес-процессом – 
управления численностью персонала 
розничного блока коммерческого бан-
ка путем построения соответствующей 
дискретной управляемой динамиче-
ской экономико-математической моде-
ли и введения класса допустимых стра-
тегий адаптивного управления.

3.	Построение экономико-
математической модели 
управления розничным блоком 
коммерческого банка
Представим процедуру формиро-

вания динамической экономико-мате-
матической модели для исследования 
процессов оптимизации управления 
розничным бизнесом банка. Подобные 
модели для экономических систем 
в других сферах экономики представ-
лены, например, в работах [21, 22].

Рассмотрим особенности процес-
са принятия управленческих решений 
и входные данные для использования 
в  работе розничного подразделения 
банка в случае корректировки норма-
тивов продаж для различных их ролей 
сотрудников и их численности.

Для построения модели принятия 
решений необходимо ввести следую-
щие обозначения:

n  – ​количество основных банков-
ских «портфельных» продуктов для 
физических лиц  (например, ипотеч-
ное кредитование, автокредитование, 
депозиты физическим лицам, дебето-
вые банковские карты и др.; n ∈ N; где 
N – ​множество всех натуральных чисел, 
в этом случае и в дальнейшем тексте);

m – ​общее количество должностей 

сотрудников, реализующих продук-
ты для физических лиц  (в  функциях 
одних ролей прописаны обязанности 
по продажам нескольких видов продук-
тов, других – ​только одного продукта; 
m ∈ N);

x(t) = (x1(t),x2(t))'∈Rn– вектор, описы-
вающий объем портфеля банковских 
продуктов за  период времени t, тыс. 
руб. ( 0, 1 {0,1,2,..., 1}; )t T T T∈ − = − ∈N , 
у которого каждая i-я координата xi(t) 
соответствует значению объема порт-
феля i-го вида банковских продуктов 
( 1, )i n∈ , тыс. руб.; здесь и далее по тек-
сту для k ∈ N,Rk есть k-мерное евкли-
дово векторное пространство векто-
ров-столбцов; T – ​количество месяцев, 
определяющих промежуток времени 
0,T , на котором осуществляется управ-
ление рассматриваемым процессом;

1 2
( ) ( ( ), ( ),..., ( )) '

m
my t y t y t y t= ∈R  –  в е к-

тор, описывающий численность различ-
ных должностей сотрудников в банке 
в период времени ( 0, 1)t t T∈ − , у которо-
го каждая j-я координата γj(t)есть значе-
ние численности по штатному расписа-
нию сотрудников должности j-го типа 
( 1, )j m∈ ;

, ,( ) ( ) 1, 1,ijA t a t i n j m= ∈ ∈  – ​матрица 
месячных нормативов продаж в период 
времени ( 0, 1)t t T∈ − , aij(t) – ​норматив-
ное количество проданных продуктов 
i-го вида сотрудником j-й должности, 
в штуках ( 1, , 1, )i n j m∈ ∈ ;

H = (h1, h2,..., hn)'∈ Rn – вектор коэф-
фициентов гашения портфеля каждой 
группы (вида) продукта в месяц (амор-
тизация портфеля), %;

S = (s1, s2,..., sn)’∈ Rn– вектор сред-
них чеков продаж каждого продавае-
мого продукта, тыс. руб.;

u(t)∈(u1(t),u2(t),...,um(t))'∈ Rm– вектор 
введения численности каждой должно-
сти сотрудников (количество чел.), в пе-
риод времени ( 0, 1)t t T∈ − , у которого 
каждая j-я координата uj(t) есть значе-
ние количества добавляемых штатных 
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единиц сотрудников должности j-го ти-
па ( 1, )j m∈ .

Динамика численности сотрудни-
ков розничного блока банка и портфеля 
банковских продуктов для физических 
лиц, в зависимости от нормативов про-
даж, описывается системой квазили-
нейных рекуррентных уравнений вида:

0 0

1 0

( 1) ( ) ( ), (0) 0,

( ), ( ) (0) , 1, ,

( )
( 1) ( )

100

( )[ ( ) ( )], (0) ,

1, , 0, 1, const,

const, 1,

j j t j t j t

j j j

i
i i i

m
i j ij t j t j t i i

i i

y t y u u
t y y y j m

x tx t x t h

s a y u x x

i n t T h s
i n

τ τ τ

τ τ
τ

τ τ τ=















+ = + = =

= ⋅ = = ∈

+ = − +

= + =∑

∈ ∈ − = =
= ∈

E

где τ – ​длительность периода времени 
неизменности численности должност-
ного состава розничного блока банка 
и нормативов продаж (τ ∈ N, τ ≤ T);

1: {0}→ =R Z N∪E – функция целой 
части действительного числа.

Вектор введения численности со-
трудников u(τt)∈(u1(τt),u2(τt),...,um(τt))'
∈Rm и  матрица нормативов продаж 

( ) ( )t ij tA aτ τ= , ( 1, )j m∈ , в  рамках роз-
ничного блока банка в период времени 
( 0, 1)t t T∈ −  являются управляющими 
воздействиями (управлениями) в систе-
ме уравнений (1), для которых необхо-
димо выполнение следующих заданных 
ограничений:

1

1 1
( ( 1) ),

( ) ( ( ), ( )) ( , ( ), ( 1))

( ( ) ( ))

t t t t
p

t t m n
u t u A t y y

p
τ τ τ τ

τ τ +

= ∈ − =
= × ⊂ = ∈R N

U
U A

1 1

(1) (2)

( )

,

,

( ) ( ) 0, 1, ( )

( ) : ( ) { ( ), ( ), ,

( )}

m
t t t

t t t t
N

mt
t

t
N

u t T
u u u u

u τ

τ

τ τ τ
τ τ τ τ

τ

  =  
  

∈ ⊂ ∈ − =
∈

⊂
∈

R

R
N

…
U U

  (3)

 
( )

1 1

(1) (2)

( ) ( )

,

,

( ) ( ) ( )

( ) : ( ) { ( ), ( ), ,

( )}

n m M
t

t t t

t t t t
M n m M
t t

t

t

A
A A A A

A
M

τ

τ τ

τ

τ τ τ
τ τ τ τ

τ

× ×

× ×

  
 
  

∈ ⊂ =
∈

=
⊂

∈

R

R
N

…
A A

( )

1 1

(1) (2)

( ) ( )

,

,

( ) ( ) ( )

( ) : ( ) { ( ), ( ), ,

( )}

n m M
t

t t t

t t t t
M n m M
t t

t

t

A
A A A A

A
M

τ

τ τ

τ

τ τ τ
τ τ τ τ

τ

× ×

× ×

  
 
  

∈ ⊂ =
∈

=
⊂

∈

R

R
N

…
A A

(4)

где Nτt
 – ​количество допустимых управ-

ляющих воздействий u(τt)в период вре-
мени t(Nτt

∈ N); Mτt
 – ​количество допу-

стимых матриц A(τt) нормативов продаж 
в период времени t(Mτt

∈ N).
В процессе управления для всех 

( 0, 1)t t T∈ −  должны также выполнять-
ся следующие заданные фазовые огра-
ничения:

1 1 1
( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ) ( )x t y t x t t t t= ∈ = ×X Y X , (5)

1 1 1

1 2

1 1 2

( ) ( ), ( ) ( ), ( ) { ( ) : ( )

( ( ), ( ), , ( )) , 1, ,

( ) 0}, ( ) { ( ) : ( ) ( ( ), ( ),

, ( )) , 1, , ( ) 0}

m
m

i

n
n i

y t t x t t t y t y t

y t y t y t i m
y t t x t x t x t x t

x t i n x t

∈ ∈ = =

= ∈ ∀ ∈′
≥ = =

∈ ∀ ∈ ≥′

R

R

…

…

Y X Y

X

Набор ( ) ( ( ), ( ))
nx t y t x t= ∈′ R  образу-

ет фазовый вектор дискретной динами-
ческой системы (1), где n m n= + .

В рамках решаемой задачи уста-
новим ограничение, что управляющее 
воздействие 

1
( ) ( ( ), ( )) ( )t tu t u A tτ τ= ∈U , 

( 0, 1)t t T∈ − , может изменяться не чаще, 
чем 1 раз в 6 месяцев, т. е. при τ ≥ 6.

Для рассматриваемого целочис-
ленного промежутка времени ( 0, 1)t t T∈ −, 
фиксированного периода времени 

0, 1Tϑ ∈ −  (T ∈ N) и соответствующе-
го целочисленного промежутка вре-
мени , 0,T Tϑ ⊆  обозначим символом 

,
( ) ( ; ( ), ( ))Tx T T x uϑφ ϑ= ⋅  финальное со-

стояние (в момент времени Т) траекто-
рии 

, ,
( ) { ( )} { ( ), ( )}t T t Tx x t y t x tϑ ϑ∈ ∈⋅ = =  фазо-

вого вектора дискретной динамической 
системы (1).

Схожие модели для банковской де-
ятельности, только в упрощенном ви-
де, рассматривались в работах [23, 24]. 
В них исследовался процесс построе-
ния экономико-математических моде-
лей программного управления числен-

(2)

(1)

.        (6)
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ностью персонала и системой продаж 
банка для одного и нескольких крите-
риев качества. При этом применение 
данных моделей не учитывало измене-
ние входных параметров модели с те-
чением времени, т. е. согласно резуль-
татам моделирования предлагалось 
на всем рассматриваемом промежут-
ке времени использовать оптимальное 
программное управление, выбранное 
на  начальном этапе моделирования. 
Однако в реальности параметры рас-
сматриваемой модели могут меняться 
достаточно часто как под воздействи-
ем факторов внешней среды, так и вну-
тренних решений банковского менед-
жмента. Например, в случае изменения 
ключевой ставки ЦБ РФ рассматрива-
ются варианты корректировки про-
центных ставок по кредитам и депози-
там банка. Средние суммы кредитов 
могут вырасти под влиянием инфля-
ции и роста спроса на недвижимость, 
автотранспорт и другие цели кредито-
вания. Численность сотрудников бан-
ка может также отклоняться от  вы-
бранного сценария в случае, например 
массового увольнения персонала, ли-
бо при решении о необходимости най-
ма сотрудников той или иной катего-
рии ввиду отсутствия на рынке труда 
данных специалистов. Все эти пара-
метры в  значительной степени вли-
яют на  результаты моделирования. 
Соответственно, для более эффектив-
ного применения модели необходимо 
учитывать все возможные их измене-
ния при выборе оптимального управ-
ления. Таким образом, требуется учи-
тывать обратную связь о  состоянии 
параметров модели.

Обозначим информационные воз-
можности субъекта управления – ​ме-
неджера P розничного блока банка 
в процессе адаптивного (по принципу 
обратной связи) управления в дискрет-
ной динамической системе (1) – ​(6).

Пусть на  рассматриваемом цело-
численном промежутке времени ( 0, 1)t t T∈ − 
для любого 0, 1Tϑ ∈ −   (T ∈ N) и  со-
ответствующего целочисленного про-
межутка времени , 0,T Tϑ ⊂  к момен-
ту времени ϑ в процессе адаптивного 
управления менеджером Р измеряются 
и фиксируются следующие величины: 

( )x xϑϑ =  – ​фазовое состояние объек-
та управления в  период управления  
ϑ (

0
(0)x x= ); 

0, 1
( ) { ( )}tu u t ϑ∈ −⋅ =  – ​исто-

рия реализации допустимого управле-
ния менеджера Р на промежутке вре-
мени 0,ϑ . Предполагается также, что 
система уравнений динамики (1) объек-
та управления и ограничения (2) – ​(6) 
для него также известны.

Функционалом качества для рас-
сматриваемого процесса адаптивно-
го управления является коэффициент 
Cost Income Ratio (CIR), который оце-
нивает отношение операционных за-
трат к  операционному доходу роз-
ничного блока банка на  промежутке 
времени ,Tϑ , который равен допусти-
мым  (возможным) значениям терми-
нального функционала 1

,
: n

Tϑ →R RF , 
определенного на допустимых (возмож-
ных) реализациях фазового вектора 

,
( ) ( ; ( ), ( ))( ( ), ( )) Tx T T x uy T x T ϑφ ϑ= ⋅=′  

системы  (1) – ​(6) в  финальный мо-
мент времени, которые соответству-
ют допустимым реализациям наборов 
( ( ), ( ))x uϑ ⋅ .

Тогда в  рамках сформированной 
дискретной динамической системы (1) – ​
(6) цель оптимального адаптивного 
управления с точки зрения менеджера 
Р розничного блока банка может быть 
определена следующим образом: на за-
данном промежутке времени ( 0, 1)t t T∈ −тре-
буется, чтобы менеджер Р организо-
вал свое управление  10, 1

0, 1: ( )( ) { ( )} ( ( , ( ), ( 1)))t tt T t T u tu u t t y yτ τ∈ − ∀ ∈ − ∈⋅ = −U 
10, 1

0, 1: ( )( ) { ( )} ( ( , ( ), ( 1)))t tt T t T u tu u t t y yτ τ∈ − ∀ ∈ − ∈⋅ = −U  
по принципу обратной связи, исполь-
зуя возможную в  силу  (1) – ​(6) реа-
лизацию значений фазового вектора 
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0,
( ) { ( )}t Tx x t ∈⋅ = , совместно со  всей до-

ступной для него информацией об этом 
процессе, таким образом чтобы значе-
ние функционала 

0, 0,
( ( ))T T x T=F F , опре-

деленного на реализации вектора, было 
минимальным (где 

0, 0,
( ( ))T T x T=F F  есть реализа-

ция фазового вектора объекта управле-
ния, описываемого системой (1) в мо-
мент времени Т, соответствующая 
реализации управления ( )u ⋅ ).

4.	Формализация задач 
оптимизации программного 
и адаптивного управления 
процессом
Введем ряд определений, которые 

нужны для строгого математического 
формулирования задач оптимального 
программного и адаптивного управле-
ния в рассматриваемой дискретной ди-
намической системе (1) – ​(6).

Здесь и  далее для любых мно-
жеств X и Y множество X × Y есть про-
изведение X и Y, т. е. множество всех 
пар  (x, y), таких, что х ∈ X, y ∈ Y (ис-
пользование аналогичных обозначе-
ний справедливо и для большего чис-
ла множеств).

Назовем набор 
0 0

( ) { , ( )} 0, ( (0) {0, })nw x T w w xϑ ϑ ϑ ϑ= ∈ × = =R 
0 0

( ) { , ( )} 0, ( (0) {0, })nw x T w w xϑ ϑ ϑ ϑ= ∈ × = =R - п о з и -
цией менеджера Р в дискретной дина-
мической системе (1) – ​(6).

Для каждого 0,Tϑ ∈  определим 
также множество 0 0 0 0

ˆ ˆ ˆ( ) { } ( (0) { (0) : {0, } {0} })
n nw w w xϑ ϑ= × = = = = ∈ ×R RW W W 

0 0 0 0
ˆ ˆ ˆ( ) { } ( (0) { (0) : {0, } {0} })

n nw w w xϑ ϑ= × = = = = ∈ ×R RW W W  
всех допустимых ϑ-позиций менедже-
ра Р.

На рассматриваемом целочислен-
ном промежутке времени ( 0, 1)t t T∈ − для фик-
сированного 0, 1Tϑ ∈ − (T ∈ N) и  со-
ответствующего целочисленного 
промежутка времени , 0,T Tϑ ⊆  на  ос-
новании (2) – ​(6) для каждой допусти-
мой ϑ-позиции ˆ ( )( ) { , ( )}w x ϑϑ ϑ ϑ= ∈W  
менеджера Р определим конечное мно-
жество { ( )} {( ( ), ( ))}( , , ( )) u u AT wϑ ϑ ⋅ = ⋅ ⋅=U  
допустимых программных управлений 

, 1 , 1
( ) ( ( ), ( )) ({ ( )} ,{ ( )} )t tt T t Tu u A u Aϑ ϑτ τ∈ − ∈ −⋅ = ⋅ ⋅ =  

менеджера P, соответствующих проме-
жутку времени , 0,T Tϑ ⊆, следующим соот-
ношением:

( )

, 1 , 1

1

{ ( ) : ( ) ( ( ), ( ))

({ ( )} ,{ ( )} ) ,

, 1, ( ( ), ( ))

( , , ( ))

( , ( ),

( 1))}

p T
t tt T t T

t t t

t

u u u A
u A

t T u A

T w

t y
y

ϑ
ϑ ϑτ τ

ϑ τ τ

ϑ ϑ

τ
τ

× −
∈ − ∈ −

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =

= ⊂

∀ ∈ − ∈

=

−

R
U

U

  (7)

Далее, для фиксированного про-
межутка времени , 0,t Tϑ ⊆ (t < ϑ ) t-по-
зиции )ˆ( ) { , ( )} (w t t x t t= ∈W  менедже-
ра Р и его программного управления 

( ) ( ( , , ( ))u w t w tϑ⋅ ∈U  определим соглас-
но (1) – ​(6) следующее множество:

1
,

1, ,

( )

( , ( ), , ( )) { ( ): ( )

ˆ{ , ( )} ( ), 

( ) ( ; ( ), ( ))  },
t

t

t w t u w w
x

x x t u
ϑ

ϑ
θ

ϑ ϑ ϑ
ϑ ϑ ϑ θ

θ φ θ
+

⋅ = =
= ∈ ∀ ∈

= ⋅ ∈X

W
W

       (8)

которое назовем множеством допусти-
мых ϑ-позиций менеджера Р, отвечаю-
щим его t-позиции w(t)и управлению

( )u ⋅ .
Тогда для каждого фиксированно-

го целочисленного промежутка време-
ни и допустимых вариантов реализации 
наборов ˆ ( )( ( ), ( )) ( , , ( ))w u T wϑϑ ϑ ϑ∈ ×⋅ W U , 
где

0
ˆ( ) { , ( )} ( )( (0) )w x w wϑ ϑ ϑ ϑ= ∈ =W  – ​

ϑ-позиции менеджера Р, а
, 1 , 1

( ) ( ( ), ( )) ({ ( )} ,{ ( )} ) ( , , ( ))t tt T t Tu u A u A T w tϑ ϑτ τ ϑ∈ − ∈ −⋅ = ⋅ ⋅ = ∈U 
, 1 , 1

( ) ( ( ), ( )) ({ ( )} ,{ ( )} ) ( , , ( ))t tt T t Tu u A u A T w tϑ ϑτ τ ϑ∈ − ∈ −⋅ = ⋅ ⋅ = ∈U 
, 1 , 1

( ) ( ( ), ( )) ({ ( )} ,{ ( )} ) ( , , ( ))t tt T t Tu u A u A T w tϑ ϑτ τ ϑ∈ − ∈ −⋅ = ⋅ ⋅ = ∈U  – ​допустимое на этом про-
межутке времени программное управ-
ление менеджера Р, в качестве пока-
зателя качества  (целевой функции) 
адаптивного управления в дискретной 
динамической системе (1) – ​(6), описы-
вающей динамику рассматриваемого 
процесса, а также имеющиеся ограни-
чения, будем использовать функцио-
нал Cost Income Ratio  (CIR) рознич-
ного блока банка, значения которого 
вычисляются по формуле (подробное 
описание расчета приведено в  рабо-
те [23]):
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( )( )
( ) ( )( ) ( )

,

, , ,

1 1

1 1

1 1
1

12100 2

( ( ), ( )) ( )

( ( ; ( ), ( ))) ( ( ))

T

T T T

T m
t j j j

T n
t i i i i i

y t q

x t x t r c

w u p T

T x u x T

ϑ

ϑ ϑ ϑ

υ

ϑ

φ ϑ

= =

= =

+∑ ∑

 ⋅ + − ⋅ ⋅ −∑ ∑  ⋅

⋅ = =

= =

= ⋅ =

Φ

F F

где p(t) – ​значение CIR, %, в  периоде 
времени t( ,t Tϑ∈ ); p(0) = 0;

1 2
( , ,..., ) '

m
mv v v v= ∈R – вектор величи-

ны заработной платы для сотрудников 
каждой роли, тыс. руб.;

1 2
( , ,..., ) '

n
nr r r r= ∈R – вектор процент-

ных и трансфертных доходов по каждо-
му виду портфеля,% годовых;

1 2
( , ,..., ) '

n
nc c c c= ∈R – вектор процент-

ных и  трансфертных расходов по  ка-
ждому виду портфеля,% годовых;

q – ​значение административно-хо-
зяйственных расходов в месяц без уче-
та оплаты труда, тыс. руб.;

1,
( )( ) ( ; ( ), ( ))T Tx T T x uϑφ ϑ= ⋅ ∈X   – ​

финальное значение фазового вектора 
траектории

,
( ) ( ; ( ), ( ))Tx x uϑφ ϑ⋅ = ⋅ ⋅  систе-

мы (1) – ​(6) на промежутке времени.
Оптимальным значением данного 

функционала является его минималь-
ное значение.

Тогда с позиции менеджера Р можно 
сформулировать его цель во вспомога-
тельной задаче оптимального программ-
ного управления для динамической си-
стемы (1) – ​(6), (9) следующим образом.

Будем считать,  что менед-
жер Р  на  промежутке времени 

, 0, ( )T T Tϑ ϑ⊆ <  для каждой допу-
стимой реализации его ϑ-позиции 

ˆ( ) { , ( )} ( )w xϑ ϑ ϑ ϑ= ∈W  заинтересован 
в таком исходе процесса управления – ​
за счет влияния на него возможным вы-
бором своих допустимых программных 
управлений ( ) ( , , ( ))u T wϑ ϑ⋅ ∈U , при ко-
тором функционал 

,TϑΦ , определенный 
соотношением (10), принимает наимень-
шее возможное значение.

Цель менеджера Р достигается 
в рамках решения следующей нелиней-

ной многошаговой задачи оптимально-
го программного управления для дина-
мической системы (1) – ​(6), (9).

З а д ач а  1 .  Д л я  ф и к с и р о -
в а н н ы х  п р оме ж у т к а  в р емен и 

, 0, ( ,  )T T T Tϑ ϑ⊆ < ∈ N и  реализации 
ϑ - п о з и ц и и

0
ˆ( ) { , ( )} ( )( (0) )w x w wϑ ϑ ϑ ϑ= ∈ =W  

0
ˆ( ) { , ( )} ( )( (0) )w x w wϑ ϑ ϑ ϑ= ∈ =W  менеджера Р в динамической 

системе (1) – ​(6), (9) требуется найти мно-
жество ( )

,

( , , ( )) ( , , ( ))e

T
T w T w

ϑ
ϑ ϑ ϑ ϑ⊆ΦU U  

оптимальных программных управлений 
численностью сотрудников и  систе-
мой продаж розничного блока банка 

( )
( ) ( , , )( )eu T wϑ ϑ⋅ ∈U  менеджера Р, кото-

рое определяется соотношением:
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как выполнение конечной последова-
тельности только одношаговых опера-
ций.

Здесь функционал 
,TϑΦ  определен 

соотношением (9).
Число ( ) ( ) ( )

, ,
,

( , , ( ))e e e
T T

T
c T wϑ ϑ

ϑ
ϑ ϑ= =ΦΦ F  

назовем как оптимальное значение 
результата процесса программного 
управления менеджера Р на промежутке 
времени , 0,T Tϑ ⊆ для дискретной динами-
ческой системы (1) – ​(6), (9) относитель-
но его ϑ-позиции w(ϑ )и функционала 

,TϑΦ .
Отметим, что решение задачи  1, 

определяемое соотношением  (10), су-
ществует [25]. В работе [23] приведена 
общая схема его нахождения.

Предположим, что на  заданном 
целочисленном промежутке времени 

( 0, 1)t t T∈ − (T ∈ N) менеджер Р для каждой до-
пустимой в дискретной динамической 
системе (1) – ​(6), (9) реализации ϑ-пози-
ции

0
ˆ( ) { , ( )} ( )( (0) )w x w wϑ ϑ ϑ ϑ= ∈ =W  

(9)
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распоряжается выбором управления 
1

( ) ( ) ( , ( ), ( 1)), 0, 1u u y y Tϑ ϑ ϑτϑ ϑ τ τ ϑ= ∈ − ∈ −U  
1

( ) ( ) ( , ( ), ( 1)), 0, 1u u y y Tϑ ϑ ϑτϑ ϑ τ τ ϑ= ∈ − ∈ −U  и  находится в  услови-
ях информированности, описан-
ных выше  (здесь ( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )))x y x y xϑϑ ϑ ϑ τ ϑ= = 

( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( )))x y x y xϑϑ ϑ ϑ τ ϑ= = ). Следовательно, мож-
но сформулировать с  позиции ме-
неджера Р его цель в  задаче опти-
мального адаптивного управления 
рассматриваемого процесса следующим  
образом.

Будем считать, что менеджеру Р 
на  промежутке времени ( 0, 1)t t T∈ − требу-
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0, 1
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1
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( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))x y x y xϑϑ ϑ ϑ τ ϑ= = ).
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и аналогично [23–25] можно формали-
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торий  (движений) системы  (1) – ​(6) 
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На основании этого можно сфор-
мулировать следующую нелинейную 
многошаговую задачу оптимального 
адаптивного управления численностью 
и системой продаж розничного блока 
банка в рамках дискретной динамиче-
ской системы (1) – ​(6), (9).

Задача 2. Для заданных проме-
жутка времени ( 0, 1)t t T∈ − (T ∈ N) и  началь-
ной позиции 0 0 0

ˆ{0, }w x= ∈W  менеджера 
Р в  дискретной динамической систе-
ме  (1) – ​(6),  (9) требуется найти допу-
стимую стратегию оптимального 
адаптивного управления численностью 
сотрудников и системой продаж рознич-
ного блока банка ( ) ( ) ˆ( ( )) , ( ) { , ( )} ( ), 0, 1e e

a a aw w x Tϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ∗= ∈ = ∈ ∈ −U U U W 
( ) ( ) ˆ( ( )) , ( ) { , ( )} ( ), 0, 1e e
a a aw w x Tϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ∗= ∈ = ∈ ∈ −U U U W , ме-

неджера Р, которая определяется следу-
ющим образом:

1)  ˆ( ) { , ( )} ( ), 0, 1w x Tϑ ϑ ϑ ϑ ϑ∀ = ∈ ∈ −W
    ˆ( ) { , ( )} ( ), 0, 1w x Tϑ ϑ ϑ ϑ ϑ∀ = ∈ ∈ −W , полагается

( ) ( ) ( ( ))e e
a a w ϑ=U U ,                      (12)

где множество ( ) ( ) ( ( ))e e
a a w ϑ=U U  определяется 

согласно (10) соотношением
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a
)e(

a UU ))1(),(,(1 −ττϑ ϑϑ yyU     (14)  
как реализацию конечной последовательности только одношаговых операций 
(здесь )}(,{)( ϑϑϑ xw = , == ))(,)(()( ϑϑϑ xyx ))(,)(( ϑτϑ xy ). 

Пусть фазовая траектория системы (1) – (6) 
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будем называть оптимальным значением результата процесса адаптивного 
управления менеджера Р на промежутке времени T,0  для дискретной 
динамической системы (1) − (6), (9) относительно его начальной позиции 0w  и 
функционала 

T,0Φ . 
При этом соотношение, аналогичное (15), определяет оптимальное 

значение результата процесса адаптивного управления менеджера Р и на любом 
промежутке времени TT ,0, ⊂ϑ . 

Далее, пусть )w,T,()(u )e(

T

e
0

,0

)( 0ΦU∈⋅ , т. е. является оптимальным 

программным управлением менеджера P, на целочисленном промежутке 
времени T,0 . Тогда для стратегии оптимального адаптивного управления 

1,0),(ˆ)}(,{)(,))(()()( −∈∈=∈= ∗ Ttttxttwtw a
e

a
e

a WUUU , )(0)( 0ww =  менеджера 
Р, которая удовлетворяет соотношениям (12) – (14) и любой допустимой 
реализации )1( −T -позиции )1(ˆ1)}(,{)1( −∈−=− TTxtTw W  такой, что для нее 
выполняется условие: 
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0

e
awTTTx UX ( )))(u,x1;T()T(x1)T(x e

TT
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101,0

)( 1 , 
на основании (9) – (10), (14) – (16) следует справедливость следующих 
соотношений: 
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будем называть оптимальным значением результата процесса адаптивного 
управления менеджера Р на промежутке времени T,0  для дискретной 
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( ) ( ) ( ) ( )

* *
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* *
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как реализацию конечной последова-
тельности только одношаговых опе-
раций  (здесь ( ) { , ( )}, ( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))w x x y x y xϑϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ τ ϑ= = = 
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будем называть оптимальным значени-
ем результата процесса адаптивного 
управления менеджера Р на промежутке 
времени ( 0, 1)t t T∈ −для дискретной динамиче-
ской системы (1) – ​(6), (9) относительно 
его начальной позиции w0 и функцио-
нала 

0,TΦ .
При этом соотношение, аналогич-

ное (15), определяет оптимальное зна-
чение результата процесса адаптивно-
го управления менеджера Р и на любом 
промежутке времени , 0,T Tϑ ⊂ .

Далее, пусть ( ) ( )

0
0,

( ) (0, , )e e

T
u T w⋅ ∈ ΦU , 

т. е. является оптимальным программ-
ным управлением менеджера P, на це-
лочисленном промежутке времени ( 0, 1)t t T∈ −. 
Тогда для стратегии оптималь-
ного  а дап т и вного  у п рав лен и я 

( ) ( )

0
ˆ( ( )) , ( ) { , ( )} ( ), 0, 1,( (0) )e e

a a aw t w t t x t t t T w w∗= ∈ = ∈ ∈ − =U U U W 

( ) ( )

0
ˆ( ( )) , ( ) { , ( )} ( ), 0, 1,( (0) )e e

a a aw t w t t x t t t T w w∗= ∈ = ∈ ∈ − =U U U W м е н е д -
жера Р, которая удовлетворяет соот-
ношениям  (12) – ​(14) и  любой допу-
стимой реализации (T – 1)-позиции 

ˆ( 1) { , ( 1)} ( 1)w T t x T T− = − ∈ −W  т а -
кой, что для нее выполняется усло-
вие: ( ) ( )( ) ( ) ( )

0 0 10, 1
( 1) ( 1;0, , , ) ( 1) ( 1) ( 1; , ( ))

e e e
a TT

x T T T w x T x T T x uφ −−
− ∈ − ∧ − ≠ − = − ⋅X U  

( ) ( )( ) ( ) ( )

0 0 10, 1
( 1) ( 1;0, , , ) ( 1) ( 1) ( 1; , ( ))

e e e
a TT

x T T T w x T x T T x uφ −−
− ∈ − ∧ − ≠ − = − ⋅X U  

( ) ( )( ) ( ) ( )

0 0 10, 1
( 1) ( 1;0, , , ) ( 1) ( 1) ( 1; , ( ))

e e e
a TT

x T T T w x T x T T x uφ −−
− ∈ − ∧ − ≠ − = − ⋅X U ,  на  о снов а -

нии  (9) – ​(10),  (14) – ​(16) следует спра-
ведливость следующих соотношений:

( )

1, 1, 1,

( )

1,

( ) ( ) ( , )

1, 0,
1,

( , ) ( , )

0,
1,

( ( 1), ( 1)) (

( ; ( 1), ( 1))) ( ( ))

( 1, , ( 1))

( 1, , ( 1))

e
T T T T T T

e
T T

e e e a
T T T

T T

e a e a
T

T T

w T u T
T x T u T x T

c T T w T

c T T w T

φ− − −

−

−
−

−

− − =
− − = ≥

≥ − − = = =

= − − =

Φ

Φ

Φ F
F
Φ Φ

F

где ( ) ( ) ( )

1 0, 1 1,
( ) { ( )} ; ( ) ( ; ( 1), ( 1))e e e

T t T T Tu u t x T T x T u Tφ− ∈ − −⋅ = = − − 
( ) ( ) ( )

1 0, 1 1,
( ) { ( )} ; ( ) ( ; ( 1), ( 1))e e e

T t T T Tu u t x T T x T u Tφ− ∈ − −⋅ = = − − .
Из соотношений (16) следует, что 

результат решения задачи 2 может толь-
ко улучшить результат решения задачи 
1 в ситуациях, когда по ходу реализа-
ции рассматриваемого процесса управ-
ления, реальная реализация фазового 
вектора системы (1) отлична от фазово-
го вектора, который соответствует вы-
бранному оптимальному программному 
управлению, т. е. адаптивное управле-
ние рассматриваемым процессом оп-
тимизации управления численностью 
сотрудников и  системой продаж роз-
ничного блока банка более эффектив-
но для менеджера P по сравнению с его 
программным управлением.

На основе разработанного фор-
мализованного описания задачи оп-
тимального адаптивного управления 
численностью сотрудников и системой 
продаж розничного блока банка, а так-
же конструктивной общей схемы реше-
ния сформулированной соответству-
ющей задачи 2, можно разрабатывать 
численные алгоритмы и  реализовать 
компьютерное моделирование поиска 
решения этой задачи.

(16)
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5.	Результаты компьютерного 
моделирования решения 
задачи оптимального 
адаптивного управления
Предлагаемая динамическая эконо-

мико-математическая модель (1) – ​(6), (9) 
позволяет оптимизировать процесс 
управления численностью персонала 
и установить оптимальные нормативы 
продаж продуктов розничного блока 
с точки зрения влияния данного меро-
приятия на динамику портфелей рознич-
ных продуктов и прибыли розничного 
блока. Алгоритм решения поставленной 
задачи динамического экономико-мате-
матического моделирования рассматри-
ваемым процессом стал основой для раз-
работки компьютерной моделирующей 
системы. Моделирующая система раз-
работана в программной среде Delphi 7 
и дает возможность осуществить выбор 
оптимального решения для рассматри-
ваемой управленческой задачи при раз-
личных входящих данных, определяю-
щих ресурсы управления.

Рассмотрим результаты компьютер-
ного моделирования задачи оптималь-
ного адаптивного управления числен-
ностью сотрудников розничного блока 
банка и системой их продаж на конкрет-
ном практическом примере, являющем-
ся частным случаем общей модели.

Пусть число банковских продук-
тов n = 8, количество категорий со-
трудников m = 7, период применения 
управляющего воздействия τ = 6 (мес.) 
и целочисленный промежуток реализа-
ции процесса управления 1,18.

Заданы начальные значения следу-
ющих параметров:

x(0) = 140000000,155000000,35000000, 
42000000,300000000,70000000, 
140000000,80000000)';
y(0) = (1636,215,250,155,42,35,1830)';
H = (10.75,5.0,13.0,6.2,5.0,7.0,8.0,3.0)';
S = (150,1827,720,38,280,68,340,50)';
u(0) = (0,0,0,0,0,0,0)';

v = (60,70,40,56,52,58,40)';
r = (13.0,10.4.12.0,15.2,10.0,6.0,9.2,9.6)';
c = (10.0,10.0,10.0,10.0,8.0,0.1,9.0,0.1)';
q = 900000.
Для каждого t ∈ 1,18 множество U1(τt) 

в ограничении (2) состоит из трех век-
торов управления u(t) и множество A1(τt) 
из трех матриц нормативов продаж, вид 
каждой из них представлен на рис. 1–3.
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Пример 1. Результаты компьютерного моделирования решения задачи 
оптимального адаптивного управления численностью сотрудников розничного 
блока банка и системой их продаж на промежутке времени 18,0 представлены в 
табл. 1–2 и на рис. 4. 

 
Таблица 1 

Реализация оптимального адаптивного управления вводом  
численности сотрудников 

Table 1. Optimal implementation of adaptive control of the number of employees 

Рис. 1. Матрица A(1)(τt)
Fig. 1. Array A(1)(τt)
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Пример 1. Результаты компьютерного моделирования решения задачи 
оптимального адаптивного управления численностью сотрудников розничного 
блока банка и системой их продаж на промежутке времени 18,0 представлены в 
табл. 1–2 и на рис. 4. 

 
Таблица 1 

Реализация оптимального адаптивного управления вводом  
численности сотрудников 

Table 1. Optimal implementation of adaptive control of the number of employees 

Рис. 2. Матрица A(2)(τt)
Fig. 2. Array A(2)(τt)
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Пример 1. Результаты компьютерного моделирования решения задачи 
оптимального адаптивного управления численностью сотрудников розничного 
блока банка и системой их продаж на промежутке времени 18,0 представлены в 
табл. 1–2 и на рис. 4. 

 
Таблица 1 

Реализация оптимального адаптивного управления вводом  
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Table 1. Optimal implementation of adaptive control of the number of employees 
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Таблица 1. Реализация оптимального адаптивного управления вводом 
                      численности сотрудников
Table 1. Optimal implementation of adaptive control of the number of employees

u(e)(τt)                                           
τt 0 1 2

u1
(e)(τt) 0 163 -179

u2
(e)(τt) 0 -21 -19

u3
(e)(τt) 0 25 27

u4
(e)(τt) 0 15 -17

u5
(e)(τt) 0 4 4

u6
(e)(τt) 0 3 3

u7
(e)(τt) 0 187 -201

Таблица 2. Реализация оптимального адаптивного реализация управления 
                      нормативами продаж сотрудников
Table 2. Optimal implementation of adaptive control of employee sales standards

τt 0 1 2

A(e)(τt) A(1)(τt) A(2)(τt) A(2)(τt)

Рис. 4. Реализация управляющего воздействия численностью сотрудников
Fig. 4. Implementation of the control action by the number of employees
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Таблица 2 
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продаж сотрудников 
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Рис. 4. Реализация управляющего воздействия численностью сотрудников 
Fig. 4. Implementation of the control action by the number of employees 
 
Для данных реализаций управлений значение векторного функционала 

(10) является минимальным и равно 5231.0)(
18,0

=eΦ . 
Пример 2. Пусть в период времени 1=ϑ  вектор )(ϑx  имеет вид: 

,500000000()1( =x ,20000000,600000003,100000001,130000000,500000003
,000000002 .)00000005 ′  При этом в силу экономических условий вектор 

процентных доходов также изменился и имеет вид: 
)6.9,2.9,0.6,0.10,2.15,0.4,0.8,0.13( ′=r  
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Пример 1. Результаты компьютер-
ного моделирования решения задачи 
оптимального адаптивного управления 
численностью сотрудников рознично-
го блока банка и системой их продаж 
на промежутке времени 1,18 представ-
лены в табл. 1–2 и на рис. 4.

Для данных реализаций управле-
ний значение векторного функциона-

ла (10) является минимальным и равно 
( )

0,18

eΦ  = 0.5231.
Пример 2 .  Пуст ь  в   пери-

од времени ϑ = 1 вектор x(ϑ ) име-
ет вид: x(1) = (500000000,350000000, 
130000000,110000000,360000000, 
20000000,200000000,50000000)'.При 
этом в  силу экономических условий 
вектор процентных доходов также из-



Таблица 3. Реализация оптимального адаптивного управления вводом 
                      численности сотрудников
Table 3. Optimal implementation of adaptive control of the number of employees

u(e)(τt)                                           
τt 1 2

u1
(e)(τt) -163 -147

u2
(e)(τt) -21 -19

u3
(e)(τt) 25 -27

u4
(e)(τt) -15 -14

u5
(e)(τt) 4 4

u6
(e)(τt) -3 -3

u7
(e)(τt) 183 -201

Таблица 4. Реализация оптимального адаптивного управления 
                      нормативами продаж сотрудников
Table 4. Optimal implementation of adaptive control of employee sales standards

τt 1 2

A(e)(τt) A(2)(τt) A(2)(τt)

Рис. 5. Реализация управляющего воздействия численностью сотрудников
Fig. 5. Implementation of the control action by the number of employees
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Рис. 5. Реализация управляющего воздействия численностью сотрудников 
Fig. 5. Implementation of the control action by the number of employees 
 
Для данных реализаций управлений значение векторного функционала 

(10) равно 5711.0),(
18,6

=aeΦ , при этом значение данного функционала без 
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менился и имеет вид: r = (13.0,8.0,4.0,15.2, 
10.0,6.0,9.2,9.6)’

Тогда на  промежутке времени 
6,18 оптимальными будут следующие 
управляющие воздействия.

Для данных реализаций управ-
лений значение векторного функцио-
нала (10) равно ( )

0,18

eΦ  = 0.5711, при этом 
значение данного функционала без 
адаптации (при реализации сформиро-

ванного программного управления) со-
ставляет ( )

0,18

eΦ  = 0.5845.
Пример 3.  Рассмотрим при-

мер, когда аналогичное значение фа-
зового вектора наблюдается в период 
времени ϑ = 2, т. е. вектор х(ϑ ) име-
ет вид: х(2) = (500000000, 350000000, 
130000000,110000000, 360000000, 
20000000, 200000000, 50000000)'. При 
этом в  силу экономических условий 



Таблица 5. Реализация оптимального адаптивного управления вводом 
                       численности сотрудников
Table 5. Optimal implementation of adaptive control of the number of employees

u(e)(τt)                                                                 
τt 2

u1
(e)(τt) -179

u2
(e)(τt) -19

u3
(e)(τt) -27

u4
(e)(τt) -17

u5
(e)(τt) 4

u6
(e)(τt) -3

u7
(e)(τt) 201

Таблица 6. Реализация оптимального адаптивного управления 
                      нормативами продаж сотрудников
Table 6. Optimal implementation of adaptive control of employee sales standards

τt 2

A(e)(τt) A(2)(τt)

Рис. 6. Реализация управляющего воздействия численностью сотрудников
Fig. 6. Implementation of the control action by the number of employees
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адаптации (при реализации сформированного программного управления) 
составляет 5845.0

18,6
=Φ . 

Пример 3. Рассмотрим пример, когда аналогичное значение фазового 
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Тогда на промежутке времени 18,12  оптимальными будут следующие 
управляющие воздействия:  

Таблица 5 
Реализация оптимального адаптивного управления  

вводом численности сотрудников 
Table 5. Optimal implementation of adaptive control of the number  

of employees 
 

)()(
t

eu τ           tτ  2 
)()(

1 t
eu τ  -179 

)()(
2 t
eu τ  -19 

)()(
3 t
eu τ  -27 

)()(
4 t
eu τ  -17 

)()(
5 t
eu τ  4 

)()(
6 t
eu τ  -3 

)()(
7 t
eu τ  201 

 
Таблица 6 

Реализация оптимального адаптивного управления нормативами  
продаж сотрудников 

Table 6. Optimal implementation of adaptive control of employee sales standards 
 

tτ  2 
)()(

t
eA τ  )()2(

tA τ  
 

 
 

Journal of Applied Economic Research, 2020, Vol. 19, No. 3, 348–369ISSN 2712-7435

Optimal Adaptive Control of Employees Number and Sales System of the Bank

361

вектор процентных доходов также из-
менился и имеет вид: r = (13.0,8.0,4.0,15.
2,10.0,6.0,9.2,9.6)'.

Тогда на  промежутке времени 
12,18 оптимальными будут следующие 
управляющие воздействия:

Для данных реализаций управлений 
значение векторного функционала (10) 
равно ( , )

12,18

e aΦ  = 1.1122, при этом значение 
данного функционала без адаптации (при 

реализации сформированного программ-
ного управления) составляет ( , )

12,18

e aΦ  = 1.1333.
Пример 4. Рассмотрим модифика-

цию примера 2 – ​после реализации оп-
тимального адаптивного управления 
согласно данным табл. 3, в период вре-
мени ϑ = 2 измеряется состояние век-
тора х(ϑ ): x(2) = (100000000,20000000, 
20000000,92458325,397735842,15062605
0,284568330, 45682326)'.



Таблица 7. Реализация оптимального адаптивного управления вводом 
                      численности сотрудников
Table 7. Optimal implementation of adaptive control of the number of employees

u(e)(τt)                                                                 
τt 2

u1
(e)(τt) -147

u2
(e)(τt) -19

u3
(e)(τt) 27

u4
(e)(τt) -14

u5
(e)(τt) 4

u6
(e)(τt) -3

u7
(e)(τt) 201

Таблица 8. Реализация оптимального адаптивного управления 
                       нормативами продаж сотрудников
Table 8. Optimal implementation of adaptive control of employee sales standards

τt 2

A(e)(τt) A(2)(τt)

Рис. 7. Реализация управляющего воздействия численностью сотрудников
Fig. 7. Implementation of the control action by the number of employees
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Рис. 7. Реализация управляющего воздействия численностью сотрудников 

Fig. 7. Implementation of the control action by the number of employees 
 

Для данных реализаций управлений значение векторного функционала 
(10) равно 9079.0),(

18,12
=aeΦ , при этом значение данного функционала без 

адаптации (при реализации сформированного программного управления) 
составляет 9156.0

18,12
=Φ . 

Для рассматриваемой динамической системы (1) – (6), (9) оптимальной 
является траектория, отвечающая оптимальному адаптивному управлению, для 
которой значение заявленного критерия качества реализации рассматриваемого 
процесса в финальный момент времени является минимальным по сравнению с 
аналогичными значениями для других допустимых программных управлений и 
соответствующих им траекторий. 

 
Заключение 
В представленной работе рассмотрены основные этапы создания новой 

динамической экономико-математической модели и методики оптимального 
адаптивного управления численностью сотрудников и системой продаж 
розничного блока. На основании компьютерного моделирования с помощью 
разработанной компьютерной программной системы получены результаты 
оптимальных решений для различных вариантов практических примеров. 
Произведен анализ результатов и их графическая иллюстрация. 

На основании проведенного анализа можно сделать вывод о том, что 
применение оптимального адаптивного управления численностью сотрудников 
и системой продаж розничного блока банка в рамках рассматриваемой 
экономико-математической модели дает более эффективный результат с точки 
зрения выбранного критерия качества – Cost Income Ratio розничного блока 
банка – по сравнению с применением программного управления данным 
процессом. Гипотеза исследования доказана. 

Полученные в статье результаты могут быть использованы для решения 
актуальных задач экономико-математического моделирования сложных 
динамических процессов практической экономики и разработки 
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Тогда на  промежутке времени 
12,18 оптимальными будут следующие 
управляющие воздействия.

Для данных реализаций управле-
ний значение векторного функциона-
ла  (10) равно ( , )

12,18

e aΦ  = 0.9079, при этом 
значение данного функционала без 
адаптации (при реализации сформиро-
ванного программного управления) со-
ставляет ( , )

12,18

e aΦ  = 0.9156.

Для рассматриваемой динамиче-
ской системы (1) – ​(6), (9) оптимальной 
является траектория, отвечающая оп-
тимальному адаптивному управлению, 
для которой значение заявленного кри-
терия качества реализации рассматри-
ваемого процесса в  финальный мо-
мент времени является минимальным 
по сравнению с аналогичными значе-
ниями для других допустимых про
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граммных управлений и соответствую-
щих им траекторий.

6.	Заключение
В представленной работе рассмо-

трены основные этапы создания новой 
динамической экономико-математиче-
ской модели и методики оптимально-
го адаптивного управления численно-
стью сотрудников и системой продаж 
розничного блока. На основании ком-
пьютерного моделирования с  помо-
щью разработанной компьютерной 
программной системы получены ре-
зультаты оптимальных решений для 
различных вариантов практических 
примеров. Произведен анализ резуль-
татов и их графическая иллюстрация.

На основании проведенного ана-
лиза можно сделать вывод о том, что 
применение оптимального адаптивно-

го управления численностью сотруд-
ников и системой продаж розничного 
блока банка в  рамках рассматривае-
мой экономико-математической моде-
ли дает более эффективный результат 
с точки зрения выбранного критерия 
качества – ​Cost Income Ratio рознично-
го блока банка – ​по сравнению с при-
менением программного управления 
данным процессом. Гипотеза исследо-
вания доказана.

Полученные в  статье результа-
ты могут быть использованы для ре-
шения актуальных задач экономи-
ко-математического моделирования 
сложных динамических процессов 
практической экономики и разработ-
ки инструментальных компьютерных 
программных систем поддержки при-
нятия решений в коммерческих банках 
и других сферах.
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Abstract. Significant changes taking place in both the global and Russian banking sys-
tems require an immediate response from market participants to emerging challenges. 
Reducing decision-making time forces any commercial Bank to digitalize and automate 
all key front-and back-office processes. Currently, most management decisions in bank-
ing are made either by experts or on the basis of one-time calculations of the econom-
ic efficiency of individual projects, which does not allow rapid and high-quality scenario 
analysis of the development of the situation in various market conditions. The purpose of 
the research is to develop a new dynamic controlled economic and mathematical model, 
a new method for optimal adaptive management of the process in question and to im-
plement its instrumental computer software system. The hypothesis of this study is 
that the use of a new dynamic controlled economic and mathematical model, as well as 
the new above-mentioned methodology, would increase the efficiency of this process 
in terms of the selected quality criterion in comparison with the results of program con-
trol. The novelty of this article is the development of a new deterministic dynamic eco-
nomic and mathematical model for making optimal adaptive management decisions by 
the Bank, the method of its solution developed by the authors, and the creation of an 
appropriate modeling computer software package. The paper presents the main stages 
of creating the proposed discrete controlled dynamic economic and mathematical mod-
el in the presence of a given quality criterion-Cost Income Ratio of the Bank’s Retail unit. 
Using a real-life example, an algorithm for solving the problem of adaptive control opti-
mization is presented; computer modeling of their formation is implemented for all the 
results obtained, and the analysis of the obtained variants of optimal solutions is carried 
out. Based on the proposed dynamic model, it is possible to solve other problems of op-
timizing software and adaptive management of processes that determine banking ac-
tivities and develop automated information systems for implementing support for man-
agerial decision-making in this area.

Key words: adaptive management; vector process optimization; dynamic modeling; ef-
ficiency improvement; banking processes.
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