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В статье построена нейросетевая модель кластеризации предприятий – нало-
гоплательщиков. Использованы для сравнения два метода – самоорганизующихся 
карт Кохонена и k-средних. Построение модели изложено на основе теории байе-
совской кластеризации, разработанной А.С. Шумским. Расчеты показали близость 
полученных результатов кластеризации по обеим моделям, которые будут полезны 
в разработке управленческих решений по налоговому регулированию.
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1. Особенности постановки задач 
кластеризации в аспекте байесовско-
го подхода к обучению нейросети

Байесовы сети – это весьма ре-
волюционная технология последних  
двух десятилетий. Основное их достоин-
ство – универсальное и интуитивно по-
нятное представление моделей, осно-
ванных на данных. В противоположность 
нейронным сетям графические байесо-
вы модели допускают прямую интерпре-
тацию результатов моделирования. Бай-
есова сеть представляет собой орграф, 
состоящий из узлов и ребер, отражаю-
щих зависимости между переменными. 
Отсутствие ребра между узлами означа-
ет независимость соответствующих пе-
ременных.

Для общей постановки задачи кла-
стеризации многомерных данных ак-
центируем внимание на двух ее осо-
бенностях:

1. В данных Dij в вектор-строках на-
блюдений {Xi}, Ni ,1=  переменные 
(кластеризующие признаки) не разделя-
ются на объясняющие и результативные. 
Соответственно не выделяются шумовая 
составляющая η в записи:
				    (1)

где yi – измеренное значение результа-
тивного признака в i-ом наблюдении; 

( )[ ]ixy   – регулярная часть случайной ве-
личины Y в i-ом измерении; ηi(β) – функ-
ция шума; β – амплитуда шума.

2. Наиболее полным статистиче-
ским описанием наблюдаемых много-
мерных данных Dij является совмест-
ная плотность распределения вероятно-
сти  P(x1, x2,...,xn) в n-мерном простран-
стве признаков.

( )[ ] ( )i iiy y x ,= + η β

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Эти две особенности значительно 
расширяют возможности различных ана-
литических построений в рамках байе-
совского подхода к решению задачи кла-
стеризации. Например, не надо делать 
никаких предположений о законе рас-
пределения шумовой составляющей в 
измерениях. Если дополнительно вве-
сти допущения о гауссовом распределе-
нии векторов  { }iХ



, то можно восполь-
зоваться результатами теории байесов-
ской кластеризации А.С. Шумского [11].

2. Байесова кластеризация (мо-
дель гауссовой смеси)

Пусть набор эмпирических дан-
ных состоит из N n-мерных векторов: 
D= {x(1),..., x(N)}. Требуется на основании 
этой выборки найти наилучшую кла-
стерную модель порождения этих дан-
ных P(x|h). В решение ищется в виде 
смеси M независимых источников дан-
ных, каждый из которых относительно 
прост. а именно вероятность порожде-
ния данных источником зависит лишь от 
расстояния до его центра mr



:
			    
 

                                                        (2)

где ( )rE 

 – функция расстояния; m – но-
мер источника; P(m) – интенсивность 
m-го источника; ∝  – символ, заменяю-
щий слова «изменяется по закону…»; 

mw  – центр источника в n-мерном про-
странстве.

В [11] считается, что все источники, 
аппроксимирующие крупномасштабные 
флуктуации плотности распределения 
векторов { } Niõi ,1, =



, т.е. кластеры-
гауссовы. Такая модель кластеризации 
называется гауссовой смесью:			
	                                                         

                                                        (3)

Априорной гипотезе hq в байесовском 
ансамбле нейросетей о порождении дан-
ных соответствует набор этих источни-
ков и их относительная интенсивность:

( ) ( ){ }MPPwwh M ,...1,,...,1= .     (4)

Мета-гипотеза H определяет число 
M и дисперсию β-1 источников, а в об-
щем случае и конкретный вид функции 
ошибки E.

Как обычно, максимизация апосте-
риорной вероятности P(h|D,H) дает наи-
лучшую гипотезу, а максимизация P(D|H) 
– наилучшую мета-модель данных.

Оптимальная гипотеза
Пусть отсутствуют сведения априор-

ных предпочтений относительно различ-
ных гипотез (����������������������������P���������������������������(��������������������������h�������������������������|������������������������H�����������������������) = �������������������const��������������). В этом слу-
чае оптимальная гипотеза максимизиру-
ет правдоподобие данных:

			 

                                                        (5)

Здесь мы встречаемся с ситуаци-
ей, когда под логарифмом производит-
ся суммирование по неким альтернати-
вам. Такая задача сводится к минимиза-
ции «свободной энергии» [11]:

	
                                                      
                                                        (6)

Решение для P(m|i) дается форму-
лой Байеса:

				  
                                                        (7)

а наилучшая гипотеза максимизацией 
усредненного по этому распределению 
логарифма совместной вероятности:
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                                                        (8)

Отсюда легко получить:
			 

                                                       

                                                        (9)

Иными словами, оптимальная гипо-
теза находится путем последовательных 
итераций следующего ЕМ-алгоритма:

•	 Е шаг: Фиксируем источники 
( ){ }mPwm ,  и находим вероят-

ности принадлежности к ним то-
чек данных:

			     
                                                     
                                                      (10)

•	 М шаг: Фиксируем распределе-
ние данных по источникам ( )iP min  
и находим новые характеристики 
источников:

						    
                                                            (11)

					              
                                                      (12)

Повторяем эти итерации до гаранти-
рованной сходимости.
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Заметим, что в пределе β → 0 при-
веденный выше алгоритм совпадает с 
хорошо известной кластеризацией ме-
тодом k-средних [1]. Во-первых, на каж-
дом шаге определяется жесткая привяз-
ка точек к своим кластерам:

  

( )
mim

i wxm 

−= minarg 	          (13)

и, во-вторых, новые центры кластеров 
помещаются в центры тяжести принад-
лежащих им точек:

                                                      (14)

Гауссовы смеси с конечным β осу-
ществляют мягкую или нечеткую кла-
стеризацию.

Сколько кластеров в данных?
Хотя при изложении считалось, что 

число источников в модели известным (и 
равным M), на самом деле этот параметр 
явным образом не определен. Действи-
тельно, описанный выше ЕМ-алгоритм 
допускает слияние источников.

Если в какой-то момент положения 
двух источников совпадут: t

k
t
m ww 

=  
согласно (10)–(12), эти источники сольют-
ся, т.е. и на всех последующих итераци-
ях мы получим Tt

k
Tt

m ww ++ =


. Таким об-
разом, реальное число кластеров в мо-
дели может существенно отличаться от 
начального.

В зависимости от значения β и кон-
кретной конфигурации данных неко-
торые источники будут притягиваться 
друг к другу и сливаться. Численные 
эксперименты показывают, что флук-
туация плотности данных приводит к 
слиянию источников, оказавшихся в 
ее окрестности, если их радиус β-1/2 

превышает масштаб этой флуктуации. 
Иными словами, такой масштаб неод-

( ) ( )ii m,m
P m x ,= δ



im m,m i
n

w x .= δ∑ 
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нородностей в данных модель уже не 
различает.

Таким образом, чем больше β, т.е. 
меньше радиус взаимодействия источ-
ников, тем больше возможное число кла-
стеров в модели. Напротив, достаточно 
малые β, такие, что характерный радиус 
источников превышает масштаб разбро-
са всех данных, приводят к слиянию ис-
точников в один большой кластер.

Можно взглянуть на эту ситуацию 
следующим образом. Допустим, что мы 
смотрим на имеющееся распределение 
данных с расстояния, пропорционально-
го β-1/2. На большом расстоянии все дан-
ные сливаются в одно пятно. По мере на-
шего приближения становятся различи-
мы все новые детали неоднородностей 
в кластерной структуре данных, и чис-
ло различимых кластеров возрастает. В 
пределе β → 0  становятся различимы 
отдельные точки данных, т.е. «равновес-
ное» число кластеров стремится к чис-
лу примеров, хотя их реальное количе-
ство будет, естественно, ограничено на-
чальным значением.

Оптимальная модель данных соот-
ветствует в этой аналогии оптимально-
му масштабу, с которого структура дан-
ных видна наилучшим образом, т.е. ког-
да мелкомасштабные флуктуации не ме-
шают разглядеть общую картину.

В двумерном или трехмерном случае 
человек легко находит наиболее инфор-
мативный масштаб огрубления данных. 
Однако для многомерных данных опре-
деление «оптимального разрешения» 
модели уже не столь тривиально. Сколь-
ко кластеров в данных на самом деле? 
Байесовский подход позволяет дать от-
вет на этот непростой вопрос.

Оптимальная модель
Оптимальный параметр β и соответ-

ствующее ему число кластеров М опре-
деляется максимизацией Evidence, кото-
рую можно вычислить приближенно, ис-
пользуя метод перевала [11]:

 
	                                                (15)

Здесь |h| = Mn + M – размерность 
пространства гипотез, а |A| – детер-
минант матрицы вторых произво-
дных в точке максимума Likelihood:  

( )
MLhA ln P D h,= −∇∇ β . Можно убе-

диться, что эта матрица в нашем слу-
чае диагональна и ее детерминант равен

				  
                                                      (16)

С учетом этого факта, приравнивая 
нулю производную

			                

                                                      (17)

получим следующее выражение для 
оптимальной β:

 				             
                                                      (18)

Заметим, что если бы мы определя-
ли β из условия максимума Likelihood, 
то получили бы аналогичный резуль-
тат только без уменьшения числа дан-
ных на число источников M. Что касает-
ся самого значения Evidence для опти-
мальной модели, то его главные члены, 
растущие с числом данных, даются сле-
дующим выражением:

		

                                                      (19)

Как видим, качество модели возрас-
тает с ростом βML, чему соответствует 
уменьшение масштаба ошибки. Таким 
образом, первый член способствует уве-
личению числа кластеров. Однако вто-
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рой и третий члены, напротив, «штрафу-
ют» излишне сложные модели с боль-
шим числом кластеров. Оптимальная 
модель представляет собой баланс 
сложности и точности воспроизведе-
ния ею структуры данных. При нали-
чии нескольких вариантов кластериза-
ции предпочтение следует отдавать той 
модели (мета-гипотезе Н), которой соот-
ветствует наибольшая Evidence.

Заметим, что при выводе (19) мы счи-
тали слившиеся источники единым кла-
стером, т.е. как число M во всех форму-
лах, так и все распределения вероятно-
стей по кластерам соответствуют раз-
личающимся между собой источникам/

3. Кластеризация налогоплатель-
щиков при выработке управленче-
ских решений по налоговому регули-
рованию

Задача оперативного и гибкого на-
логового администрирования являет-
ся частью государственного налогово-
го менеджмента. От эффективности ре-
шения этой задачи зависит, с одной сто-
роны, увеличение наполнения бюджетов 
всех уровней, а с другой стороны, со-
хранение экономической стабильности 
предприятия-налогоплательщиков как 
крупных корпоративных, так и средних.

Выработка правильных управлен-
ческих решений в указанных задачах 
требует знания, достаточно достовер-
ного (т.е. не искаженного сознательно) 
финансово-экономического состояния 
налогоплательщиков. Источником ин-
формации здесь может служить массив 
налоговых деклараций за некоторый 
предшествующий временной период по 
интересующему аналитика множеству 
объектов налогообложения.

В принципе, объективную для налого-
вого регулирования информацию могли 
бы дать выездные налоговые проверки. 
Однако на практике такой вид получения 
информации для этих целей неэффекти-

вен, что связано с рядом  его недостатков 
и ограничений, к которым относят:

•	 законодательные ограничения 
периодичности проведения вы-
ездных проверок (не чаще одного 
раза в три года);

•	 трудоемкость (1–2 месяца рабо-
ты выездной бригады налоговых 
инспекторов);

•	 возможные искажения истинного 
финансово-экономического поло-
жения налогоплательщика во всем 
объеме первичной документации. 

Примером тому служат многочислен-
ные разбирательства дел в арбитраж-
ных судах.

Отмеченные  недостатки не позволя-
ют оперативно и с малыми затратами по-
лучать достаточно достоверную инфор-
мацию о финансово-экономическом со-
стоянии налогоплательщиков и тем бо-
лее об их группах (кластерах).

В данной статье предлагается мало-
затратная иерархическая схема получе-
ния необходимой информации для нало-
гового администрирования, в частности, 
информации о субъектах налогообложе-
ния на основе математического моде-
лирования, использующего только один 
источник – исторические данные по на-
логовым декларациям (рис. 1), разуме-
ется, с пересчетом показателей по из-
вестным детерминированным форму-
лам в области финансового менеджмен-
та предприятий.

3.1.Спектр моделей налогового 
администрирования регионально-
го уровня

В проблеме совершенствования си-
стемы налогового администрирования 
в России важной задачей является ис-
пользование новейших информацион-
ных технологий и телекоммуникаций. На 
меза- и микроуровне налоговой систе-
мы эта задача предусматривает, в част-
ности, построения математических мо-
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Методика налогового 
контроля на стадии выездных 

проверок 

Модель I оценки 

степени отклонений 

{ }δi
моделируемого 

показателя от 
«эталонной 

производственной 

функции» ( )Χ


Ф  

(модель1) 

Модель II 
Оценки риска 
неверного 

отбора налого-
плательщиков 
для выездных 
проверок 

Модель III 
Синтез оптимального 
плана выездных 

налоговых проверок 
по критерию 

максимизации 

ожидаемых 
доначислений 

Кластеризация налогоплательщиков 
по критерию кредитоспособности (модель IV) 

Принятия решений лицом, принимающим 

решения (ЛПР) (модель V) 

Кластер 1 (налогоплательщик 
имеет достаточно ресурсов 
для платежей в бюджет, как 
текущих, так и прогнозных) 

Методика 
налогового 
планирования 

Методика налогового  
контроля на стадии 

камеральных проверок 

Кластер 2 (налогоплательщик 
проводит мероприятия 

по финансовому оздоровлению 

предприятия в условиях 
ограниченных ресурсов) 

Кластер 3 (налогоплательщик 
реализует программу развития 
с привлечением инвестиций) 

Методика налогового 
контроля Методика налогового 

регулирования 

Налоговое администрирование муниципального и регионального уровней 

База данных 
о налогоплательщиках 

Рис. 1. Спектр подзадач и математических моделей налогового администрирования
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делей поддержки принятия управленче-
ских решений [12, 13]. Спектр этих задач 
показан на схеме рис. 1. Изложим корот-
ко взаимодействие всех пяти математи-
ческих моделей и иерархической схемы 
рис. 1. В модели ���������������������I�������������������� используется нейро-
сетевой базис [5, 9,10]. На вход моде-
ли подаются вектор-строки примеров из 
налоговых деклараций, то есть кортежи 

Nixii ,1,, =〉Φ〈


, где Ф( x ) – моделируе-
мый показатель, имеющий смысл  вирту-
ального «объема продукции» или обоб-
щенной «производственной функции» 
для кластера примерно однородных на-
логоплательщиков; x  – вектор входных 
факторов; i – текущий номер наблюде-
ний в статистической выборке; N – коли-
чество примеров. Модель �������������I������������ представля-
ет собой адаптивную аппроксимацион-
ную модель, восстанавливающую мно-
гомерную нелинейную «производствен-
ную функцию» Ф( )Х



, «зашитую» в дан-
ных. Такая задача восстановления (или 
интерпретации) относится к классу об-
ратных задач и требует специальных 
мер регуляризации. 

Выходом модели ���������������  I��������������   является мно-
жество относительных  отклонений

( )j j j jФ Ф / Ф ,δ = −


 j= N,1 , где Фi,  iФ  – экс-
периментальные и рассчитанные ней-
росетью значения Ф соответственно. 
Модель �����������������������������I���������������������������� изложена достаточно подроб-
но в [2] и в данной статье не рассматри-
вается.

Модель ��������������������������II������������������������ оценки риска ошибок не-
верного отбора налогоплательщиков в 
замкнутой форме в виде вероятностной 
модели (коэффициента риска) получена 
в [7] в предложении о нормальном зако-
не распределения  плотности вероятно-
сти отклонений {δi}. Поскольку нормаль-
ный закон распределения для отклоне-
ний {δi}, не всегда выполняется на прак-
тике, исследования по оценке риска от-
бора продолжены в [2] с использовани-

ем фрактальных  методов и методов не-
четкой логики, что является предметом 
отдельной публикации.

Модель �����������������������������III�������������������������� синтеза оптимального пла-
на отбора налогоплательщиков для вы-
ездных проверок представляет собой 
модель задачи линейного (либо нели-
нейного) программирования, подробно 
описанную в [7], поэтому останавливать-
ся на ней не будем.

Модель������������������������   V�����������������������    поддержки принятия ре-
шений лицом, принимающим решения 
(ЛПР), в настоящее время проработана 
только на концептуальном уровне. На 
рис. 1 показан пример использования 
результатов кластеризации налогопла-
тельщиков  для поддержки принятия ре-
шения ЛПР. Пусть в зависимости от фи-
нансового состояния налогоплательщи-
ков и имеющихся у них ресурсов выде-
лено три кластера по уровню кредито-
способности налогоплательщика. Тогда 
возможными решениями по налоговому 
регулированию могут быть:

•	 для кластера 1 – уплата текущих 
налогов и постепенное увеличе-
ние сумм погашения задолжен-
ности;

•	 для кластера 2 – уплата текущих 
налоговых платежей и «заморажи-
вание» выплат недоимок;

•	 для кластера 3 – полная или ча-
стичная отсрочка по текущим пла-
тежам и «замораживание» недо-
имок.

Предметом подробного исследова-
ния в данной статье является модель IV 
кластеризации налогоплательщиков по 
критерию кредитоспособности. Следу-
ет отметить, что в теоретическом плане 
рассматриваемая задача для модели IV 
тесно примыкает к более широкому клас-
су задач оценки кредитного риска [4]. 

Подобная задача встречается в эко-
номике довольно часто. Приведем не-
которые примеры. В настоящее вре-
мя в России для ряда регионов выде-
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лены антикризисные фонды (помимо 
целевых субсидий для градообразую-
щих  и оборонных предприятий). При 
распределении антикризисных фондов 
возникает задача объективного и спра-
ведливого распределения суммы кре-
дитов с учетом эффективности работы 
предприятия-заемщика и риска невоз-
врата кредита в полном объеме. С дан-
ной задачей тесно связана подзадача 
расчета допустимого размера кредита 
для данного предприятия. Другой при-
мер – это задача распределения фонда 
материального развития (ФМР), то есть 
части субвенций, передаваемой из бюд-
жета РФ ее субъектам, между муници-
пальными учреждениями (МУ) [6]. Тре-
тий пример – задача входного финан-
сового контроля для корпоративных за-
емщиков, которая решалась Голланд-
ским национальным банком при предо-
ставлении кредитов польским банкам и 
финансовым корпорациям [4]. Здесь с 
помощью нейросетевой модели реша-
лась задача кластеризации корпоратив-
ных заемщиков с извлечением знаний 
экспертов в области кредитного дела из 
сделанных ими оценок по группе из 44 
качественных (переменных Арженти) и 
финансовых количественных перемен-
ных. Заемщики разбивались на 3 группы:

•	 «группа 0» – предприятия выжи-
вут, по крайней мере, в течение 
года;

•	 «группа 1» – пограничные случаи;
•	 «группа 2» – назревает банкрот-

ство в ближайшее время. 
Четвертый пример – прогноз финан-

совой устойчивости и конкурентоспособ-
ности предприятия при выработке управ-
ленческих решений на перспективу руко-
водителем предприятия. Примеры рас-
сматриваемого класса можно было бы 
продолжить. Предметом исследования 
в статье является общая часть (ядро) 
данного класса задач оценки  кредитно-
го риска – модель кластеризации пред-

приятий в том или ином аспекте. Подчер-
кнем также специфику источника инфор-
мации: в нашем случае – это историче-
ские данные по налоговым деклараци-
ям совокупности налогоплательщиков.

3.2. Моделирования на основе са-
моорганизующихся карт Кохонена

Для построения обобщенной произ-
водственной функции Ф(Х



(t), t) исполь-
зуем морфологический метод. Его идея 
состоит в том, что в качестве «осей» мор-
фологического ящика экспертно выде-
ляются аддитивные свертки показате-
лей (признаков), которые затем свора-
чиваются  мультипликативно. Конкрет-
но в нашей задаче кластеризации нало-
гоплательщиков главная полезная функ-
ция (обобщенный критерий эффективно-
сти) Ф(Х



(t),t) имеет вид:
			 
                                                      (20)

где  Х


 – вектор входных факторов; t – 
время; Ф1(Х



,t) – показатель, характери-
зующий эффективность производствен-
ного процесса; Ф2(Х



,t) – показатель 
финансового состояния предприятия;  
Ф3(Х



,t) – организационный структурный 
показатель; Ф4(Х



,t) – показатель состоя-
ния внешней экономической среды.

Перемножение частных критериев 
{Фk} в (20) отражает взаимосвязь всех 
показателей в общей оценке Ф эффек-
тивности работы предприятия: этот по-
казатель будет максимальным, если од-
новременно будут максимальными все 
агрегаты Ф1,….,Фр.

Основное достоинство морфологи-
ческого подхода – это усиление корре-
ляционной связи выходной перемен-
ной моделирования Ф



 с вектором экзо-
генных переменных Х



(t) по сравнению 
с частными показателями и аддитивны-
ми  свертками:

.

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2

3 4

Ф Х ,t Ф Х ,t Ф Х ,t

Ф Х ,t Ф Х ,t ,

= ⋅ ⋅

⋅ ⋅

  

 

( ){ } 1 4kФ X ,t ,k , .=

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При конструировании главной полез-

ной функции ( )( )Ф X t


 и частных  крите-

риев ( )( )1Ф X t


, ( )( )2Ф X t


, ( )( )3Ф X t


 , 
( )( )4Ф X t



будем придерживаться сле-
дующих правил.

1. В аддитивных свертках Ф1, Ф2, Ф3, 
Ф4, если суммируемые члены разнород-
ны (имеют разные единицы измерения), 
эти члены должны быть предварительно 
приведены к безразмерной форме, при-
чем после такого приведения (норми-
ровки) все члены весовых сумм должны 
стать однонаправленными, т.е. улучше-
нию кредитоспособности моделируемого 
объекта должно соответствовать увели-
чение (либо уменьшение) одновремен-
но всех членов сумм. 

2. Аналогичные требования безраз-
мерности и однонаправленности долж-
но соблюдаться и для частных критериев 
Ф1, Ф2, Ф3, Ф4, перемножаемых в муль-
типликативной свертке Ф в (20).

3. В аддитивных свертках все сум-
мируемые члены должны быть пример-
но одного порядка. Соответственно чув-
ствительности функций (сверток Фk (Фkr)) 
по переменным Фkr, определяемые как 
частные производные ( k krФ / Ф∂ ∂ ), бу-
дут одного порядка. Если этого прави-
ла не соблюдать, то некоторые сверт-
ки {Фk(Фkr)} могут оказаться нечувстви-
тельными к вариации некоторых своих 
аргументов {Фkr} членов сверток. Дан-
ное требование не распространяется на 
сами свертки Ф1, Ф2, Ф3, Ф4 в выражении 
обобщенного критерия Ф (20), то есть со-
множители могут иметь разный порядок  
в произведении. Для удобства вычисле-
ний всегда есть возможность умножить 
Ф на некоторое масштабирующее чис-
ло, одинаковое для всех строк таблицы 
базы данных – это не изменит результа-
тов кластеризации и других статистиче-
ских оценок.

Отметим, что «платой» за компрес-
сию данных путем образования агрега-

тов Ф1, Ф2, Ф3, Ф4 и затем главной полез-
ной функции ( )( )Ф X t



 в (20) является не-
избежная потеря исходной интерпрети-
руемости, которой обладают суммируе-
мые члены аддитивных сверток. Вместо 
этой интерпретируемости возникает но-
вая, обобщенная интерпретируемость: 
Ф1, Ф2, Ф3, Ф4 и Ф является числовыми 
мерами одного главного свойства кла-
стеризуемых налогоплательщиков – их 
кредитоспособности в аспектах соответ-
ственно эффективности производства, 
финансового состояния, организацион-
ной структуры, внешней среды и в целом 
по перечисленным аспектам.

Теперь детализируем показатели 
(характеристики), к примеру, торговых 
предприятий-налогоплательщиков. Агре-
гат  Ф1 определим как линейную сверт-
ку из показателей эффективности произ-
водства и ресурсных переменных:

 			 
                                                      (21)

Здесь рассмотрим:
Ф1– рентабельность производства 

(чистая прибыль, приходящаяся на еди-
ницу затрат).

Поскольку рассматриваемый подход 
к кластеризации на основе предлагаемо-
го морфологического принципа требует 
описания обоих указанных методов во 
всей полноте их алгоритмов, нетриви-
альных для понимания, указанные ме-
тоды далее изложены подробно: метод 
карт Кохонена и метод k-средних.

3.3 .  Метод к ластеризации 
k-средних

Название метода связано с тем, что 
здесь число образуемых  кластеров 
задается априори  и ровно k. Термин 
«средних» означает, что алгоритм раз-
биения точек в многомерном простран-
стве на кластеры определяется  через 
центры тяжести кластеров, т.е. по сред-
ним координатам элементов. При этом в 

1 1
1 1

0 1
i iq q

r r r r
r r

Ф C Ф ,C , C .
= =

= ≥ =∑ ∑
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Рис. 2. Иерархия моделей поддержки принятия решений по налоговому 
администрированию на основе байесовского подхода
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Рис. 2. Иерархия моделей поддержки принятия решений по налоговому ад-
министрированию на основе байесовского подхода 

Теперь детализируем показатели (характеристики), к примеру, торго-
вых предприятий-налогоплательщиков. Агрегат 1Φ  определим как линейную 

свертку из показателей эффективности производства и ресурсных перемен-
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качестве меры удаления точек (векторов 
многомерных наблюдений)

 qХ


,
 pХ


 друг 
от друга и от центра кластера использу-
ется евклидово расстояние:

                     ;
		                                     (22)

где j – номер компоненты вектора  
( )1 2 j nХ х ,х ,х ...х=



в признаковом про-
странстве.

Смысл алгоритма k-средних состоит 
в последовательном уточнении эталон-
ных точек

 
( ){ }qЕ υ , где  υ – номер итера-

ции, υ = 0,1,2, ..., k – число эталонов, 
равное числу образуемых кластеров. 
Эталоны играют роль зародышей (цен-
тров) будущих кластеров. На начальном 
шаге итераций (υ = 0) в качестве этало-
нов ( ){ }0 1qЕ ,q ,k=



 можно принять слу-
чайно выбранные k точек (векторов) 
в n-мерном признаковом пространств 
Х


. Смысл уточнения состоит в том, что-
бы на каждом очередном шаге итераций  
υ = 0,1,2,… расстоянии между точками и 
центром внутри кластера по выбранной 
числовой мере,  например евклидовой 
(22), сокращалось, а расстояния между 
образуемыми кластерами по одной из 
числовых мер междуклассового рассто-
яния – увеличивалось [1].

Обычно в программных продуктах 
пользователю предлагается несколь-
ко типов междуклассовых расстояний: 
«ближнего соседа», по «центрам тя-
жести», по принципу «средней связи», 
степенного среднего, предложенного  
А.Н. Колмогоровым и др.

В алгоритме k-средних на каждом 
шаге производится пересчет приписы-
ваемых эталонам ( ){ } kqq ,1, =Ε ν

 весов:
Ω(υ) = {ω1

(υ), ω2
(υ),…, ωq

(υ), ωk
(υ)}.

При этом на нулевом шаге веса 
всех выбранных эталонов равны 1, т.е.  
ωq

(0) = 1, kq ,1= .
Затем на 1-ом шаге «извлекается» 

из базы данных очередная точка 1KX +


 и 
выясняется, к какому из эталонов { }(0)

qΕ


она оказалась ближе всего по мере (22). 
Именно этот, самый близкий к 1KX +



 , эта-
лон заменяется эталоном, определяе-
мым как центр тяжести старого этало-
на и присоединенной к нему точки 1KX +



  
(с увеличением на единицу соответству-
ющего ему веса), а все другие эталоны 
остаются неизменными (с прежними ве-
сами) и т.д. Таким образом, пересчет эта-
лонов и весов на  υ-ом шаге итераций, 
т.е. при извлечении из данных очередной 
точки

 
i kX X +ν=

 

, происходит по следу-
ющему правилу:

	

                                                      
              
                                                       (23)

Если при этом обнаруживается не-
сколько по q одинаковых минимальных 
расстояний ( )( )1

i k qX X ,E
υ−

+υρ =
  

 , то мож-
но условиться относить предъявляемую 
точку  iX



= kX +υ


 к эталону с наименьшим 
порядковым номером.

Недостатком данного алгоритма яв-
ляется зависимость результата класте-
ризации от начального положения эта-
лонов { qE



(0)}, q = k,1  в n-мерном при-
знаковом пространстве {Xj}, j= n,1 . Од-
нако этот недостаток слабо проявляет-
ся даже при весьма широких ограниче-
ниях на природу исследуемых наблюде-
ний, если соблюдены два условия: 

( ) ( )2

1
;

n
p q pj qj

j
d X ,X x x

=
= −∑

 

1 2p,q , ,...,N=
1 2j , ,...,n,=

( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )
1 1

1 1
1

1

1 1

1
1

1

 если 

min

в противоположном случае.

1если 

min

в противоположном случае

k

k kq k

( )

( ) ( )
q k

( ) ( )
q kq k

( )
q

q Eq X ,

Eq X ,Eq X ,Eq

Eq

, ( X ,Eq )

( X ,Eq

υ− υ−
+υ

υ υ− υ−
+υ +υ≤ ≤

υ−

υ− υ−
+υ

υ υ−
+υ≤ ≤

υ−

ω ⋅ +

= =

 −

ω + =

ω = =

ω −

 

   

  







 

.








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а) при достаточно большом объ-
еме классифицируемых наблюдений  
(i = 1, N);

б) при большом числе итераций υ.
Другими словами, условия а) и б)обе-

спечивают сходимость эталонов  ( ){ }Eq υ




в определенном смысле (по выбранной 
числовой мере качества кластеризации) 
к некоторому пределу { }*

qE


 при υ→∞. В 
этом случае пересчет эталонных точек 
(центров образованных кластеров) не 
требуется.

Если же в какой-то конкретной за-
даче алгоритм «не успел добраться» до 
практически устойчивых (по υ) значе-
ний эталонов 

( ){ }qE
υ

, то можно восполь-
зоваться одним из приемов:

1) либо «зациклить» алгоритм, прого-
няя его после рассмотрения последней 
точки )( kNkX −+



 и снова предъявляя уже 
полученным эталонам все точки данных 
Х


1, Х


2,…, Х


N и т.д.;
2) либо произвести многократное по-

вторение алгоритма, используя в каче-
стве начальных эталонов ( ){ }0qΕ



раз-
личные комбинации из k-точек иссле-
дуемой совокупности и выбрать наибо-
лее повторяющийся финальный эталон
{ }( N k )

iE
−

 .
Теперь остановимся на оценке каче-

ства проведенной кластеризации при за-
данном числе кластеров. Пусть исследо-
вателем уже выбрана метрика d в про-
странстве признаков {Xj}, nj ,1=  и пусть 
S=(S1,S2,…Sℓ,…, Sk) – некоторое фиксиро-
ванное разбиение наблюдений Х



1, Х


2, 
… , Х



N на заданное число k кластеров. 
За функционалы качества кластериза-
ции часто берутся следующие характе-
ристики:

•	 Взвешенная сумма внутрикла-
стерных дисперсий, где центром 

рассеяния служит «центр тяже-
сти» кластера Х



(1):
				            (24)

•	 Сумма попарных внутрикластер-
ных расстояний между элемента-
ми :, qp XX



			                         (25)

либо:
 
 			                         (26)

•	 Обобщенная внутрикластерная 
дисперсия

                                               ,      (27)

где ���������������������������������     det������������������������������      (•) – символ определителя ма-
трицы.

∑
∧

l  – выборочная ковариационная 
матрица по наблюдениям, попавшим 
в какой-то один кластер Sℓ; элементы 

( )qp lσ выборочной ковариационной ма-
трицы ∑

∧

l   кластера Sℓ подсчитывают-
ся по формуле

 			 
                                                                                                                (28)

j =1,2,…, n,
где Хpj – j-ая компонента многомерного 
наблюдения (вектора) Х



p ; ( )lx j  – сред-
нее значение j-ой компоненты по всем 
точкам в ℓ-ом кластере.

•	 Мультипликативная обобщенная 
внутриклассовая дисперсия:

					                                    
                                                       (29)

Как видно из формулы (27), обоб-
щенная внутриклассовая дисперсия 

( ) ( )( )2
1

1 q l

k
q

l S
Q S d X ,X l .

= Χ ∈
=∑ ∑



( ) ( )2
2

1 q l

k
q

l X ,X S
Q S d X ,X ,

ρ

ρ
= ∈

=∑ ∑
 

 

( ) ( )2
2

1

1

q l

k
q

l X ,X Sl
Q S d X ,X .

N
ρ

ρ
= ∈

=∑ ∑
 

 

( ) 







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∧k

L
llNSQ

1
3 det
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q , p l

q pj j qj j
S

l x x l x x l ,
N Χ Χ ∈
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

( ) .det
1

4 ∏ ∑
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
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
=

k
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N

l

l

SQ



121

Экономико-математические модели

Q3(S) является одной из характеристик 
рассеивания многомерных наблюде-
ний одного фиксированного ℓ-го класте-
ра около своего «центра тяжести». При 
этом функционал Q3(S) является средне-
арифметической (по всем классам) ха-
рактеристикой обобщенной внутриклас-
совой дисперсии, в то время как функци-
онал Q4(S) в (29) пропорционален сред-
ней геометрической характеристике тех 
же величин.

3.4. Пример решения задачи кла-
стеризации налогоплательщиков

В качестве примера рассмотрена 
задача кластеризации для группы из 
24 торговых предприятий – налогопла-
тельщиков.

Данные являются реальными и опу-
бликованы в монографиях [3, 7] (выбор-
ка ZII, номера торговых предприятий за-
кодированы). Прикладная цель решения 
задачи кластеризации – это группиров-
ка совокупности налогоплательщиков по 
степени их кредитоспособности, т.е. по-
лучения модели поддержки принятия ре-
шений ЛПР по налоговому регулирова-
нию (см. модель V на рис.1).

Теоретический аспект примера за-
дачи кластеризации – это количествен-
ная апробация предложенной на основе 
морфологического принципа концепции 
агрегирования переменных с использо-
ванием реальных данных деклараций 
налогоплательщиков. Важно, что в ре-
альных, сильно зашумленных данных за-
шумление (вплоть до сознательного ис-
кажения) носит естественный характер, 
свойственный для моделируемой группы 
объектов (см. табл.1). Введены обозна-
чения: Х1 – первоначальная стоимость 
основных средств, тыс. руб.; Х2 – износ 
(амортизационные отчисления) за квар-
тал, тыс. руб.; Х3 – оборотные активы, 
тыс.руб.; Х4 – запасы, тыс.руб.; Х5 – сред-
несписочная численность работающих, 
человек; Х6 – дебиторская задолжен-

ность, тыс. руб.; Х8 – себестоимость ре-
ализации товаров за квартал, тыс. руб.; 
Y – выручка предприятия, тыс.руб.

Кластеризация проведена по пяти 
переменным: агрегатам (сверткам) Ф1, 
Ф2, Ф3, Ф4 и главной полезной функции 
Ф согласно (20). Последняя позволяет 
наглядно и просто интерпретировать ре-
зультаты расчета (см. ниже).

В качестве показателей {Фkг}, входя-
щих в свертки Ф1, Ф2, Ф3, Ф4, использо-
вались:

Ф11 – рентабельность производства:

 		                                     (30)
где в числителе стоит чистая прибыль.

Ф13 – удельные основные средства:
Ф13= Х1 / Х8;			           (31)
Ф21 – чистая маржа:
			        .	         (32)

Ф24 – индекс роста объема продаж:
			 
                                                      (33)

Здесь i – текущий номер наблюде-
ний, упорядоченных для каждого пред-
приятия в порядке возрастания времени 
(квартала) в данных панельного типа. В 
знаменателе (33) стоит среднее значе-
ние Y за предшествующий период на-
блюдений. Показатель Ф24 характеризу-
ет динамику объема продаж и показы-
вает: во сколько раз возрос этот объем 
по отношению к среднему значению за 
предшествующий период.

Все показатели Ф11, Ф13, Ф21, Ф24, Ф 
определялись в выборке ZII как среднее 
значение по всем кварталам 112i ,=  .

В последней колонке Ф


  – это усред-
ненное по кварталам и по элементам 
кластера значение обобщенного крите-
рия Ф.

Из табл. 2 и 3 видно, что метод 
k-средних и метод SOM (сеть Кохонена) 

8
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Таблица 3
Результаты кластеризации по методу k-средних

Код  
предприятия

Номер  
кластера

Расстояние от центра 
кластера

Обобщенный 
критерий Ф Ф



1 1 1,00 0,31010

0,2457

2 1 0,623 0,07189
3 1 0,594 0,07351
4 1 0,682 0,08879
5 1 0,433 0,07747
6 1 0,689 0,14030
8 1 2,243 0,17700
9 1 1,226 0,60950

10 1 1,174 0,15607
11 1 0,990 0,7785
12 1 0,552 0,10705
13 1 1,681 0,59610
14 1 0,746 0,02195
15 1 1,024 0,79408
16 1 0,603 0,04605
18 1 2,712 0,21725
19 1 0,914 0,03485
20 1 2,610 -0,01315
21 1 0,449 0,07833
22 1 1,696 0,01400
23 1 1,900 0,09504
24 1 2,239 1,3611
17 2 0,000 -0,1232 -0,1232
7 3 0,000 3,3843 3,3843

дают близкие результаты, т.е. подтверж-
дают друг друга. Наилучшим в аспекте  
кредитоспособности оказался кластер 
с номером 3, куда попали предприятия  
№ 7 и № 24 по методу SOM и k-средних 
соответственно. Усредненный обобщен-
ный критерий здесь имеет большие зна-
чения (Ф



=2,5 и 3,3843 соответственно 
для метода SOM и k-средних).

Во второй кластер для обеих мето-
дов попало предприятие № 17 со значе-
нием Ф=-0,1232. Это наихудший по фи-
нансовому положению кластер. В мето-
де SOM сюда же попали предприятия  

№ 8 с низким значением Ф=0,1769 и 
№ 20 со значением Ф= -0,01315, т.е. пред-
приятие № 8 занимает пограничное поло-
жение между кластерами. Первый кла-
стер включает основную часть предпри-
ятий для обоих методов SOM и k-средних 
и соответственно Ф



= 0,188 и 0,2457 (про-
межуточное финансовое состояние меж-
ду кластерами 3 (хорошее состояние) и 
кластера 2 (назревает банкротство). Та-
ким образом, полученные данные могут 
быть использованы при разработке ЛПР 
управляющих воздействий по налогово-
му администрированию.
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Выводы. Показано, что в задачах 
кластеризации многомерных данных в 
отсутствии каких-либо допущений о ха-
рактере распределения шумов в наблю-
дениях и в рамках моделей кластериза-
ции типа гауссовых смесей можно ис-
пользовать эффективный байесовский 
EM-алгоритм, разработанный А.С. Шум-
ским [11].

В примере, основанном на реальных 
данных налоговых деклараций, показана 
эффективность оригинального метода 

агрегирования переменных задач путем 
образования комплексной аддитивно-
мультипликативной свертки в качестве 
обобщенного критерия Ф с использова-
нием морфологического принципа.

Данные кластеризации предпри-
ятий – налогоплательщиков по обоб-
щенному критерию их кредитоспособ-
ности представляют собой удобный 
инструмент поддержки принятия ре-
шений в системе налогового админи-
стрирования.
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